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FONCTIONS DOUBLEMENT PERIODIQUES 

1)E TROISIEME ESPECE, 
Par M. p. APPELL, 

MAITRE DE CONFERKNCKS A l'kCOLE NORMALE SUPERIEl'RE. 



1. Soil V{z) une tonetion unitbrmc de :; veritianl les deux equa- 
tions 

tn TZzi 

(1) F(3-h':iK)=::LF(3\ h\z-\-i^iK')-r"~^'V{z) 

et n'ayant que des poles dans un parallelogramme des periodes 2K 
et 21K'. J'ai montre [Annales de I'Ecole Normale, i88/|) que cette fonc- 
tion Y[z) pent elre decomposee en une somme d'elemenls simples pos- 
sedant chacun un seul pole et en une partie enliere qui est toujours 
nulle lorsque I'enlier m est negatif. I/element de cetle decomposition 
est la fonclion 

(2) f^{s,ix)^^ \ e " <jrl^'.;'.-»col^(5-a-^/»K'), 



n — — 



que rentier m qui figure dans les relations (1) soit positif ou negatif. 

Ann, deVEc. Norm, 3* Serie. Tome U. — Ja:(vier i885. 2 
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Lorsqiic m est negalif, m = — jui, I'elemenl de la decomposilion de 
Yiz) est X(i(^,a), a etant un parametre qui coincide successivemenl 
avec les poles de Y{z)\ lorsque m est posilif, cet element est la fonc- 
lion x,n(a. ^)» oil a coincide successivement avec les poles de Y[z). 

Cellc transcendante Xij^(^»^) ^^^'^ ^^^ rencontree par M. Hermile 
dans des recherches deja anciennes qui n'ont pas ete publiees (*) et 
dont M. Herniite ni'a donne communication, apres Timpression de mon 
precedent iMemoire. Voici, en quelques mots, Tindicalion de la metliode 
suivie parM. Hermite. Envisageant une fonction de la forme 

e(.r — a) e(^ — 8). . .e(.r — X) 



F(.r) 



e(a: — «)e(^ — ^^)...e(.r — /)e(.r — m)...e(.r — r) 



oil le nombre des est plus grand au numerateur qu'au denominateur, 
il ramene d'abord la decomposition de F(;r) en elements simples a la 
decomposition d'une fonclion analogue conlenant un seul au nume- 
rateur; et cida de la fagon suivanle. La fonction Y[x) pcnl circ ecrite 

F(.r)=i<I»(.r) 



oil <i^{x) contient aulant de au numerateur qu'au denominateur. Cetle 
fonction ^[x) est done doublement periodique de seconde espece et 
pent etre mise sous la forme 

remplagant 9{x) par cette expression, on trouve f{x) decomposee en 
une somme de termes, tels que 

contenant un seul au numerateur. Pour decomposer enfin cetle fonc- 
tion (f[x) en clemenis simples, M. Hermite considere le produit 



(*) Dans la publication inliluldc : In mcmoriam Dnmlnici Chellni CoUvctnnca mathe- 
maticn (Milan, i88i), M. Hcrniilc a indi(iuc quelques formules tr^s inqwrlanles relatives a 
CO sujet. 
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qui admet par rapport a s la periode 2K. L'integrale ---f/{z)dz,\^r\se 

le long d'un contour snr lequel/(s) ne devient pas infinie, est egale a 
la somine des residus de/{z) relalifs aux poles de cette fonclion silues 
<lans ce contour. Prenons pour contour d'inlegralion celui d'un paral- 
lelogramnie PQRS dont les sommels sont les points 

R(-So-+- 2K — 2/i/K'), S(wo-H 2K -h 2/^^K'), 

n designant un enlier positif. La fonclion/(z) devient infiniment pelite 
sur les coles PS et QR quand n augnienle indefiniment; il en est de 
nieme de Tinlegrale f/{z)dz le long de ces coles. De plus, comme 
/{z) admet la periode 2K, Tinlegrale //(5)fl^s a des valeurs egales et 
<le signes contraires sur les cotes PQ et RS. Done la somme des residus 
de /{z) relatifs aux poles situes dans ce parallelogramme tend vers 
zero quand n augmente indefiniment. En formanl ces residus et ecri- 
vant que leur somme est nulle, on dblient la fonclion 



exprimee par la somme de series convergentes qui ne different que par 
des facteurs constants des ibnctions 

/ designant la constanto 

- (a' — a — m — ... — r) — K 

el jjL I'exces du nombre des du denominateur sur celui du numera- 
leur. 

Le cas le plus simple qui puisse se presenter est celui oil la quan- 
tile a' qui figure au numerateur de cp{x) est egale a Tune des quan- 
tites a, 772, ..., r du denominateur. Relativement a ce cas, je trouve, 
dans des Notes manuscrites que M. Hermile m'a fait Thonneur de me 
communiquer, la formule suivanlc. Soit 

*( x) = e(j7 — a) e(.r — ^) . . .e(a; — /) 
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le nombre des facteurs etant egal a jx, et 

■^ =U(a — b)U(a-- c). . ,U{a — I), 
A 

i=H(6~rt)H(6 — c)...H(6 — /), 

D 



on a 



7C *(J7) ^ ^ 2K 



JI.V« V/7C 



4-BVi-i^^7"* e**'^'"* "cot^(a;-6-viKM 



jJ^V* v/7t 



4-LyM^^^ * e''^ ^^' ''col^(^-/-v/K'), 



les sommes etant etendues a toutes les valeurs impaires de v, de — 00 
a -h oc , et ^ designant la somme a -f- 6 4- . . . -f- /. On reconnait imme- 
diatement que les series multipliees par A, B, ..., L sont des Tone- 
tions y^^, d'apres la notation (2). Ainsi le coefficient de A est egal a 

— «>V<7^« yj^\^ K-h«K', a K\, 

Je trouve encore, dans les memes Notes de M. Hermite, la formule 



ou 



iitv , v« 



/a= y (_, )'<e" ''"*',/' cot ^(x- a -vtK'), 



/I = — » 



ITCV V« 



/»= y (-i)''c« ''"" ./»col ^ (X- 6-v«R'), 



/?;■-« 



avec 



V := 2 /e -f- I , 



formule qui s*obtient immediatement par Tapplication de la methode 
de M. Hermite, exposee a la page 1 1. Si Ton pose 

i—p — a — b — YLy 
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on a 

qK Ttia + m 

Cest un extrait de ces recherches que M. Hermite a donne dans les 
Collectanea mathematica in memoriam Dominici Chelini ; la fonction 



e(^,a))zzz\ 



tang^ [^ — (2/n-i)iK'] 



qu'il considere a la page 5, n*esl autre chose que 

-^ ^. e«'' Xt(^ -+- ^ + K 4- t*K', 0) + K) ; 

el la formule de M. Hermite 

?p(j7)e'' =i—<p(^-+-2*K')-hH(a))[i — e*^ J 

donne, par un simple changement de notations, la formule fondamen- 
tale relative a la fonction /, 

oil 

II est interessant de remarquer que la formule que M. Hermite donne 
sans demonstration a la fin de cet article se deduit de la formule (3) 
en y faisant/? = o, et en changeant les lettres x^ a, b rcspectivement 
en z, a? -h <K', v 4- 1 K'. 

2. Jusqu'ici nous avons expose la methode de M. Hermite en nous 
pla<;ant dans le cas particulier oil la fonction a decomposer ne possede 
que des poles simples. Lorsque cette fonction admet un pole o^ = a 
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d'ordre m tie imilliplicilc, la formule de decomposition contient Tcle- 
menl simple qui admet pour pole simple Ic point a et les {m — i) pre- 
mieres derivees de eel element par rapport au parametre. C'est ce qui 
resulle immedialement do la melhode de M. Hermite. En effet, appli- 
quons, par exemple, cetle melhode a la fonclion 

*( ,)= Bia^a-, 

qui admet pour pole double le point a -f- tK' et ses homologues. Nous 
devons eerire, pour ohtenir la formule de decomposition, que les poles 
de la fonction de z 

'^(-)C0t^(-3 — x), 

siluesdans Ic parallelogrammc dcsigne precedemment par PQRS(p. 1 1) 
onl unc somme qui lend vers zero quand les cotes PS et QR s'eloignent 
indefiniment. Voyons quels sont, dans retle somme, les termes prove- 
nant du facteur double 0^(:; — a}(\u denominateur. Dans le voisinage 
du pole double 

en posant 

on a 

cot-^ (z — x) — col— 17 [a ■+- i2n -hO^'K'— .rl 
2K ' 2K •- \ / J 

4- eDa col -^ [rt 4- (2^t -i- i)iK' — x\ H- 

2K L \ / J 

Le residu du produit 4>(z)cot-JT^ (:j "" ^) relaiivement a ce pole est 
done 

11^ col -^ [a 4- (2/i -\-i)iYJ —x] 4- R^DaCOt— ^ [a 4- (2/i -h i)«K'— .r], 
2 K. 2 K. 

et la somme de ces residus est composee lineairement avec Telement 
simple et sa derivee par rapport au parametre. Ce fait resulle aussi 
d'une maniere simple de la melhode que j*ai employee dans mon pre- 
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mier Memoiie (p. i53 el suiv.) pour obtenir la formule dc dccompo- 
silion. 

Je cilenii, coinme cxemples, les formules que M. Biehler a demon- 
tre(\s dans les n"* 75, 77, 79 de sa These en employant la inethode de 
.M. Hermite. II scrait aise de retrouver ces formules par rapplieation de 
la inethode que j\ii indi(|uee. 

Pour cela, prenons la fonclion 






qui verifie les deux equations 



nil ' 



( 5 -f-K-»-/h I 



Pour appliquer la melhode que j'ai donnee, il faut commencer par laire 
un changement de variable qui ramene ces equations a la forme (i); 
c'est ce que Ton realise en posant 

la function a decomposer devient 

cetle fonction verifie les deux equations 



IZti 



qui sont bien de la forme (i); elle a, dans un parallelogramme des 
periodes, le seul pole t = iK' qui est un pole double. La formule de 
decomposition sera de la forme 

cl>(0 = A/,(^£K')4-Bx;(^lK'), 

;<',(/. iK') designanl la derivee -^^^^-— dans laquelle on remplace a par 
iK'. Ces deux coelBcienIs A et B sont les coelBcienls de 



t-ihi'' (t — iwy 
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dans le developpement de $(/) au voisinage du pole / = iK'. Pour les 
Irouver faisons 

alors 

^(i^ - Mil - ei(o)-He'e;(o)+... 

^^~"ir-(o) e'^-"' 
le coefticienl A de - est done nul, et Ton a 

ir»(o) — Ao»' 

done enfin 

Revenant a la variable :; par la formule 
on a enfin 

ce qui, d'apres Texpression (2) de Xi(^ia).et Texpression qu'on en 
deduit, 

n'esl autre chose que la premiere des fonnules donnees par M. Hieliler 
dans le n** 77. 

Si, dans la formule (4)» on fait 

' — 1 1\. 11^ Zf 

S ( z) 

on oblient le developpement de * j^ *^' q"'*' ^^t donne par M. Biehler. 

Du reste, des que Ton a obtenu le developpement de Tune des qualre 
fonclions d'un meme groupe (d'apres la classification de M. Bieliler), 
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on 611 conclut celui des trois autres en augmentant z de 

K, iK\ K4-/K'. 

C*est ainsi que le developpement de -^rrri se deduit de celui de 
vrrr-T par le changement de z q\\ z -^ i K'. Comme Ton a 



TZZi 



llJ(5-HtK')~'*^*^ ei(5)' 



• • 



on trouve ainsi 

m 

ou 

TZ Z /TtK 



^ = — j7 > ^ :=Lim — I , O) :=: 



2K ' 2K 



On reconnait, comme ii suit, Tidenlile de ce developpement avec 
celui que donne M. Biehlcr. En faisant passer le facteur c"^' sous le 
signe 2, on trouve, pour le tcrme general de la serie, Texpression 

qtn^e-'^\ — T, r — ami lang(j? — vto) 

^ Lcos-(a: — vw) °^ 'J 

OU encore, puisque e^^= \]q, 

^m«-m-hj g-u-vco)/ \ — ^ ^ _ a/wt lang(a? — vw) 1 . 

Mais on a idenliquement 

, / . B \ B — /A / B sin M . . > 

e-'" Atangi/H r— ) = ^ h lAe"'"; 

\ ° cos' a/ cos a cos*w 

on en conclut que le facteur de ^'"^-'"■Hr est egal k 

2 m — I /sin (a? — vw) 



cos(:r — vto) cos'(a? — vw) 

On obtient enfin, en transformant ainsi le terme general, 

,. •*.* H(s) V tF sin(a: — v(o) vi 1 ' V «• /.. 

e}(>s) ^^ Lc0S*(a: — vw) C0S(^ — v(o)J v^^ 

^/m. </tf l*Ec, Nor male, 3* Serie. Tome II. — Janvier i885. 3 
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(]etle (lerniere somme etanl nulle, on obtient bien le developpcment 
tel qu'il estdonne par M. Biehler. 

Enfin, je terminerai ces rcmarqucs en appliquanl la metbode que 
j*ai indiquee dans mon precedent Memoire a la demonstration des deux 
formules 



V 



qui ni*ont ele cominuniquees par M. Hermite, et dont la demonstration 
est tres simple par sa metbode; dans ces series, Tentier v prend toutes 
los valeurs impaires el [l toutes les valeurs/^aim de — 30 a -f- x . 
La function 

verifie les relations 
faisanl alors 

.v^iYJ — z, ^{z) — V\x) — Y{z — i\i'), 



on a 

its/ 

4^ ( 3 ) -_- — - V V/ . e 



2 " -"K~ ' 



\V{z) 

et cetle fonetion verifie les equations 



sirsf 



qui sont de la forme (i) oil m = — 0. La fonclion $(3) a, dans un pa- 
rallelogramme des periodes, le seul pole z = o, ot, dans le voisinage 
de ce point, on a 

On aura done, d*apres la formule de decomposition en elements simples, 
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ou, tl'aprfes l*6qualion (2) definissanl Xti» 

4 m-« Snitai (in — 1»« r- ^ 

\ y '/«(-•«) = TTTi > ^ * ^ * \ ^nicoi^^{z — :i — ^niK'}-{- 






sin' -^ (5 -— a — a /i/ K' ) 
2K 



En faisant, dans ces formules, a = o el substituant, on aura le de- 
veloppement de ^{z), et, en revenant a la variable x par la formule 

F(a:) = *(.r-h/K'), 

on obtiendra le developpement de lei qu'il esl ecril plus haul. 

Notre calcul donne en meme lemps le developpemenl de ,p. 
qui est egal a 

It si 

Le terme general de la serie ainsi obtenue conliendra en facleur I'ex- 



icsi 



ponentielle e ^ , que Ton Tera disparailre en appliquant a ce terme ge- 
neral Tidentile (*) 

(?*"'YAcotw-f- -;-^W(A-f.2B/)col//H- -r^ -h/A(i H-e'«0 — 2B 
\ siirtij sin* a 

el remarquanl que, dans la somme, la partie enliere disparait. 

3. Les recherches de M. Hermile, que je viens de rappeler et donl 
j*ai donne plusieurs exemples, avaienl ele entreprises nfin de de- 
monlrer dans loute sa generality une loi que M. Biehler, dans son ex- 
cellente These, a verifiee sur un grand nombre d'exemples : 

Si Von developpe une fdnction doublement periodique de troisieme 
espece en une sirie ordonnee par rapport aux puissances de q, on voit ap- 

parattre dans les sinus et cosinus qui forment le coefficient de q^ les 

( *) Voir Cours d^ Analyse de Vicole Poljrtechnique de M. Hermite, p. 3ii et suiv. 
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combinaisons — ^= des diviseurs conjugues 5 et 8^ de N; le signe 

convenant au cas oil il y a au numerateur m fonctions 8 de plus qiCau 
denominateur el le signe — au cas oil il y a au ddnommateur m fonc- 
tions de plus quau numerateur. 

Quoique M. Hermite ait completement demonlre cette loi, il a bien 
voulu m'engager a publier les resultats que j'ai trouves sur ce sujet en 
suivant la melhode employee dans n)on precedent Mcmoire. 

4. Je me propose, en consequence, de former des developpements 
en serie des fonctions 

ordonnes suivant les puissances de q. Ces developpements une fois 
connus, il suffira, pour former les develoj)pements en serie de toutes 
les fonctions, telles que (i)> d'appliquer a ces fonctions la formule de 
decomposition en elements simples et de developper ensuile chaque 
element. 
Reprenons le developpement de la fonction (2) sous la forme 

/!= — » e ^ — </'" 



en y changeanl a: et a en x-\' iK' et a -h iK', on oblient 

«=-f.oo 'K(x-a)i 



n s= — o» g> ^ — . /TrJ'* 



e " — 17' 



Faisons, pour abreger, 

(6) ,=.!li£zif}, 3=!^ 

et reunissons, dans la serie (5'), les termes correspondant a des va- 
leurs de n egales et de signes contraires, apres avoir isolc le terme 
correspondant a /i = o. 
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Nous aurons alors 



n = t 



Supposons que le module de e®' soit compris entre celui de q^ el celui 

l7M<k"'l<|^ 

nous aurons, pour toules les valeurs positives de /i. 



v = • 
v = i 



car le module de q^^e'^^ est moindre que Tunite; de meme, 



v = I 






Portant ces developpemenls dans le terme general de la serie (7), nous 
obtenons la serie double 

— - y.v-i'^ -+- 'K^'> ^ ■+- ^^^) 

'tZ I 

n=» n-aeV-«o 

« - 1 A - 1 V ^ 1 

ou encore 



IT 

« = oo /i=ceV = « 



= 1 cot - — y ^»*»' sin /I P — a y y qV'n*-i-iny sin ( /I ? — v« ) ; 



rt = l II = 1 V = l 



ce que Ton pent ecrire 



/I = • V = 00 



^ X|jl(^ + I K', a 4- iK') = i cot ^ - y y a^l*'**-^*'*^ sin(/i3 - va), 



n = t V =0 
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en convenant que le facteur 2 qui figure Jans le terme general de la 
serie doil etre remplace par i lorsque v = o. Si Ton remet pour a et ^ 
leurs valeurs (6), on obtient ainsi le developpenoent 






iS) 



n = tc V = • 

= 1 cot ^ (•''-«)- ^ ^ a^f-'^"" sin ["(ix/, -H v) y - V ■^ 



/I - 1 V _- 



Si Ton ordonne cette serie suivant les puissances de q 



N = 



iiO - /,x(.r H- /K', </ -\- iK') — } col ^ U — ^r) — \ q^\T('^f «), 

quelle sera Texpression du coefficient Af'{x, a) de y^? Pour la trouver, 
supposons 

soil 

une decomposition de N en deux facleurs, d designant le plus petit 
des deux facteurs (si ces facleurs sont inegaux), on aura 



I* « 
ou 



/I 1= 0, |A/i 4- 2V =IL 0', 



'10 -+- tAO 

i— , |X//4-v=:i — 



on aura, par suite, pour I'expression du coefficient A'>^'(x, a;, 

5f 0' 

la somme elant elendue aux couples de diviseurs de N pour lesqueLs 
^ '^^^ est un entier positif on nul avec cetle convention que, lorsque 

'^ ~~^ sera nul, on remplacera le coefficient 2 qui multiplie le sinus par 
le coefficient i. On peut remarquer que le diviseur d est au plus egal 
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a \/-» car, en mullipliant par & la condilion 

8'-fjL8>o, 
on oblient 

5. Voici mainlenanl le developpement de la fonclion i^{x -h i K', a). 
Si, dans requation de defmilion (5), on change x enx-h i K', on obtienl 
une serie qui pent etre ecrile de la faQon suivante : 

.»--*-« ,« - %{i — ti)i 



„_ - ^ ~ — ^jrt-i 



e ^ — q 

Faisons, pour abreger, 

, ^ rJ.v — a) ikTza 

et reunissons, dans la serie (lo), les termcs qui correspondent a des 
valeurs de (2/1 — i) egales et de signes contraires; nous aurons 



1 y^^(x-hiK',a) 



Si Ton suppose que le module de e^' est compris entre Ics modules 
de AT et - 



I 
^ 



on a, pour toutes les valeurs positives de Tenlier w, 



V = BO 

V -I 



de meme, 



<.«!_+. ^-(««-I) _ I -^ ^y««-»e«* 



V 



V - \ 



y ^(«/i I 



-.——1 — 2 > //(J'l nv^vai^ 



Portant ces developpements dans le terme general de la serie (lo'j. 
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on a 



" = - 'S/i-l\« 



2 K vaV- Lu 



n-\. 

n = » V = 00 



eY' \ > 2<7^ * ^ (g(i/i-i)Yi-va/_^-(sn-nyiWai) 



' ^ n=l v=l 



ou encore 



TZ ' 



= — > ^ ^sin(2/i — i) 



n- 1 

/I =' ce V = oo 



— \ > 2^ ^ ' ^ Sin[(2/l — i)y — va]; 



n=i v-1 



ce que Tod peut ecrire plus simplement 






— V^l^e-T'yj^(a:4-fK', a)=— > X ^^ Sin[(2/i — i)y — va], 



n = l V =0 



en convenant que dans les termes dans lesquels y = o le coefficient a 
doit etre remplace par i . On obtient ainsi, en remettant pour oc et 7 
leurs valours (i i), la serie 



Ji 4 



Ik 

(12) / n = « v = « 



V V li(^^)V(Srt-i)v . rijL(2/i — i) 4- 2v 7ra vrjr"! 



n=l V =0 



Si Ton ordonne celte serie suivant les puissances de q 

(i3) !^Vq^e '^ y,y.{^'-\-iK',a)=--2^g'B'^\x,a), 

1 

K 

quelle sera Texpression du coefficient Bif^(a7, a) de y*? 
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Tout d'abord, comnie on a 

(l4) N = (X(2/I — l)*-i-4(2W — i)v, 

on voitque lesexposanls N, qui figurcnt dans le developpement (i3), 
sont des enliers posilifs satisfaisant a la condition 

(i5) N==[x (ino(14). 

Soienl alors N un entier verifiant la condition (i5) et 5 un dwiseur im- 
pair de N 

N = oo', (o~i, moda); 

on aura, d'apres (i4)» 

0~(2/J — l), o'z=[JL(2n — l)-|-4v, 

d'oij 

{JLO O' -H |X0 

V — , |l(2« — l) -i- 2V ^ '—'. 

.\ 2 

il importc de remarquer que, pourvu que 5 soil un diviseur impair 
de N, (?'— jjl5 est divisible par 4» de sorte que v est un enlier pour 
loules les combinaisons c?, 3'. De plus, comnev doit etrcpositif ou nul, 

(? est au plus egal a l/-- On a done 

0,0' 

la somme 1' etant etendue a tous les couples de diviseurs de N dans les- 

quels J est impair et au plus egal a 1/ — ' avec cette convention quo 
le coefficient 2 du sinus doit etre remplace par i lorsque (^devient egal 

Pour montrer que, sous les suppositions qui ont ele faites, — r-^ 
est enlier, ecrivons les deux congruences 

N=[x, jxo*=ix (mod/i;, 
dont la seconde resulle de cc que J est impair; on en conclul 

N-ixS«==o, 8(8'— |x5) = o, 

Ann, de I'tc, Norm, 3' Serie. Tome W* — Jantier i88j. ^ 



^6 p. APPELL. 

et en fin 

I' — |jl5 = o (mod 4). 

6. Nous allons maintenant appliquer Ics formules precedenles a 
quelques cas parliculiers. Supposons cl'abord /x = r, et rappelons-noiis 
que, d'apres une formule demonlree dans mon preimcr Memoire snr 
les fonctions doublement periodiques de trolsieme espocc [Annales de 
I'Acole Normale, 1884, p. i5i), on a 

ir.ri 

. „._ ir(o) e^^ 

Changeant x en x -\- K -h iK', on a 

(17) /,(a7-+-K-h«K',K)--=- -^ 



^7 «(^) 

Pour avoir le developpement en serie de qT— t> il suffira defaire, dans 
la formule (i3), 

[X = I, a = K, 

el d'y remplacer x par a? -h K. On a ainsi la formule 

»^y^X.(^ + K4-«K',K)=y5-'jB.V'(x + K,K) 

1 

et par suite, d'apres (17), 



K H^(o) 

1 



=^7"^Bn'(^ + K,K), 



oil le coefficient B|^'\a? 4- K, K) est donne par Tequalion (16) 

Bi,»'(a:4-K,K)=:^'2sinr(a'-H8)|-(5'-5)^~(a'-a)^ 

c'est-a-dire 



•5-1 



■ 

expression qui est d'accord avec celle que donne M. Bieiiler a la page 106 
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(le sa These pour le developpement ^r-y On a, en effel, en adoplant 
les notations que M. Biehler emprunte a M. Hermite, 

-li'(o)--ieo,T.. 

7. La fonclion de v 

admet, dans un parallelojirrainme des periodes, un seul pdle v = iK' 
avec le residu — i el (ix -+- i) zeros, parmi lesquels se irouveni, quel 
que soil fx, les points y = o, j = K -f- iK'; on verifie que ces points 
sont bien des zeros de la fonclion en Taisant, dans la formule (8), 

cc qui donne 

etydans la formule (12), 
ce qui donne 

Cette remarque faile, supposons d'abord fi — 1 . La function 

Xi('K',r) 

admet alors, dans un paralielogramme des periodes, le seul pole iK' 
el les deux seuls zeros v = o, v = K -f- iK'; de plus, elle verifie les 

deux equations 

X,(/K^j-l-2K)^-Xi(/K\j), 

yj{iK\y-\-2iK')-=e "^' yj(iK\y); 

niais la fonclion 



e» 



^^■ll(.v)e,(r) 



»(r) 



admet les menies zeros, les mcmcs infinis, el verifie les memes rela- 
tions. On a done 

/ 'i/f X /' TUT *^(>*)^i( y) 
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C etant une constante que nous allons determiner par la condition que 
le residu relatif au p6le y = /K' est egal a — i . Pour cela, faisons 

la formule precedenle donne 

le residu tlu tleuxieme membre relatif au pole 5 = devant etrc — i, 
on a 



car 



*/^e(o) 11,(0) t^yVaK 



II' ( O ) ^ V'^- e (O), II, (o) =: W' i^' . 



On obtienl ainsi ies deux formules 



(.8) /.(,K,^T)--^^=^^-^6 -^^y^ -, 

(.8') /..('«^^-''^')--v/rk-i.;-7)-- 

D'apres cela, la formule (i3), dans laquelle on fait r — o, /jl == i rt 
n i=y donne le devcloppement de 

/r II(j)B,(r) 

V ^^ «(/) ' 

et la formule (9), dans laquelle on fait Ies memes substitutions, donne 

celui de 

/ K] e(.r )H,(.v) 

V 27: \\{y) 

On relrouve ainsi Ies developpemenls en serie indiques par M. Her- 
mile, qui out ele le point de depart des recherches de M. Biehler, ot 
qu'il est inutile de reproduire ici. 

On obtiendrait de meme des formules donnees par M. Bieliler, en 
remarqunnl que la fonclion de y 
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admet, dans un parallelogrammc des periodes, le seui polo y -- /K' 
avec le residu — i et les Irois zeros 

7 = 0, y — K, J — K-h/K'. 

On conclut dc la 

'''''\l(r)U,{r)e,(y) 



X,('K',^>)^De 



«(7) 



D etanl une constante delerminec par la condition que le residu rehuif 
air pole J = iK' est egal a — i.En faisant, coinmc plus haul, v = v-i-eK', 
la formule prccedenle donne 

en ecrivant que le residu relatif a s = o est — i, on trouve 

j^_ I ir(o) ^ I T. ' 

J/7 ni(o)e(o)e,(o) 1/7^ 2W' 

Les formules (9) el (i3), dans lesquellcs on fait ^ = 0, |ul= 2 et ^ = v 
donneront alors les developpements des deux fonclions 

Hi(v)e(7)^i(v) H(7)H,(7)e,(j) 
H(7) ' »(/) 

tels qu'ils ont ete indiques par M. Biehler. 
8. Enfin, comme dernier exemple, considerons la fonction 



IZXl 



(,9, F(x)=?^ ^ ''H(.«)H'(o) 



1: H(^ — a) H(d7 -H a) 

qui verifie les deux equations 



ittxi 



F(a?+2K) = F(x), F{x-{-2iK') = e *^ ¥{x), 

Celte fonction devient infinie aux points homologues des deux points 

J? = a, X = — a, 
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et les residus correspondaots sont 

— e ^ . e ^ , 

7C IT 

On a done, d*apres la forinule de decomposition en elemenls simples 
appliquee au eas acluel oil jx = 2, 

Changcons, dans cetle fornuile, x en x -h iK', et remarquons que 

I K II(2a)ir(o) 



(20) F(^-4- 

nous aurons 

K H(2a)H'(o) 



•IT/ V _J_ _ ■* V - •^ / " \^/ 

~ J/<7 1^ ^ ( -^ — cr ) tJ ( a- -t- rt ) 



(21) 



^ 






En appliqiiant la formule (i3), dans laquelle on fait jx = i, on obtient 
immediatement le developpetnenten serie de cliacun des lermes du se- 
cond membre, et Ton Irouve ainsi 

, K \\(ia)\\'{o) V TriXJ/ N D(«'/ M 

I 

Le coenicient de q^ est done, d'apres (16), 
ou entin 



^' . 5'-}-2SiTa 0' — 2 7r.r 

4 sin z TT- cos — 7 i7- > 



8.0' 



oil il faut, d'apres une convention anlerieure, remplacer Ic coefficient 4 
par 2 dans les termes do la somino dans lesqucls 5' -— 2^ — o (•). 

(») VnycZy pour une formule analogue, uno Note de M. Kronocker. Monalshericht dt-r 
Akndcmic zii Berlin, d6ccmbrc 1881. 
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En changeant, dans la formule (21), aena+iK\on obtiendrait 
une nouvelle formule dont on pourrait developper le second membre 
d'apres la formule (9); mais je laisse ce calcul de cote pour examiner 
ce que donne la relation {22) quand a tend vers zero. Divisant les 
deux membres par a ct faisant tendre a vers zero, on oblienl ia for- 
mule 

oil byf a pour valeur 

^.N= > 1^ (0'-h20)COS 7 -^, 

le cosinns devanl elre affecle du coefficient \ quand S' — 2^ = o. 

« 

9. Pour acbever le tableau complet de ces formules, il resle a formcfr 
les developpemcnts de X|i(^, a) et X\i-{^* ^ "*" ' J^')- Nous arriverons aux 
formules cbercbees en faisant une transformation importanle dont deux 
cas particuliers ont deja ete signales aux pages 17 et 19 et qui, dans les 
formules de M. Biehler, permet de passer du developpemcnt d'une 
fonction d'un groupe a celui des trois liulres. Cetle transformation 
nous a ete suggeree par la methode qu'emploie M. Hermite dans les 

Collectanea maihematica, etc., pour tirer des developpemcnts de --.—^ 
et |T- — les proprietes fondamentales de ces fonctions. 

En multipliant les deux membres de la serie (5) par e ^^ , on 
obtient la formule 



2K 

It 


fMt(X- 

e '^ 




a) = 




e " 


qui 


pent 


etre ecrile 










^ !/■ 


[Lli' 


X -rt)i 





{knllrti 



(24) —e "^ ■^(x,a)=\e * ^i^«'e»^«'cota 

en faisant 

It 

(25) aLz=. — (a: — a — 2/iiK'). 
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Pour transformer le terine general de cette serie (24), nous dislingue- 
rons deux cas suivant que jx est pair ou impair. 
Soit d'abord /x pair. Alors on a identiquement 

en remplagant, dans (24)t e'^'cota par celle valeur, on obtient 



i^K 



M) 



e ''^ Xii(^, «f) 



— ye 



\e ^ </!*'»' col a -h /Ve '^ ^J^«'(eJ*«'-h 2e^tA-*)^'4-...-i-2e»«'4-i). 



La premiere serie qui figure dans le second membre est, d'apres (5'), 
la fonction ^^—/^^{x-^iK^a-hiK'); quant a ia deuxieme serio, ellc 

se partage en (- -h i j series qui sont, en remettant pour a sa valeur 

(25): 



les functions g^J^'etant celles que j'ai definies dans mon premier Me- 
nioire par les equations (4), page i38. D'apres ces notations, la for- 
mule (24') donne pour ce cas (jx pair) 



\L'K(a — x)i 



y^^{x,a)=.e ^^ X|x(^ + ^'K',a4-£K') 






llt.ri 



(•»6) ' -^^\ »°'r(«) + ae " ^•"(a) +. . . 









y 
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forinule qui ramene Ic developpement de Xv-i^* ^) ^ ce\u\ de 
X^{x -f- iK', a -h iK') indique precedemment {n^ 4). 

Passons maiatenant au cas oil fi est impair; dans ce cas. Ton trans- 
formera le lerme general de la serie (24) a Taide de ridentite 

cc qui donne 



2K 



(28) < — Ve~«~^l^«*-^ 

^j ' sin 



pL /Tic III 



La premiere serie qui figure dans le second membre definit une fonc 
lion des variables x eta 



"- "^■' [knizai 



(29) u>^,{x, a) =z -^ ^4 ^ ^ '^ 



^ /»?!«' 



/f^- « sin — =^ (^ — a — 'AHiK') 

2K 



2 

jllC(.r — rr)/ 



quant a la deuxieme serie, elle se parlage en - — - series qui sont res- 



pcdivement egales au produit de e *^ par les fonctions 

^'f (a), 2e' '^ g'f'ia), ..., 2e '^ g^^^^{a) 2e *^ ft^_M)' 

"1" 

La formule (a8) donne done, pour le cas de fx impair, 



(3o) 



lxii(^»«) = ^{i.(^'»«)H-7i^UT(^) 



lW.ri 



-t-e '" ^W(«)-f-... 



2V1CXI IJJ. — DUxi 



-h2e '"^ ^'JJ*'(rt)4-2e 






formule qui ramene le developpement de Xii(^, a) a celui de (^^{x, a). 

j4nn, de Vtc, Normale. Z* Scric. Tome I. — Ja!(VIER i885. •-> 



'^f\ V. APPELL. 

Si, dans ces formulcs (26) et (3o), on change a en a + iK' et si Ton 
se rappelle que 

on voit que, quand p. est pair, le developpement de /^(a?, a -h iK') est 
ramene a celui de Xv-i^ "^ ''^'» ^) 9^^ ^ ^^^ effectue dans le n® 5, el, 
quand jx est impair, ce developpement se ramene a celui de la fonction 



n = 00 



(3i) (o, 



(.... + ,K')=^ S 



[LniZtti 



q\^''^ 



n = - X 



sin— ^ [a; — a — (2w-r O/K'l 
2K *• \ / J 



10. II nous reste done a developper en serie, suivant les puissances 
de q, les deux fonctions (29) et ('ii), dont la premiere, pour le cas de 
fjL = I, se trouve ecrite avec d*autres notations au has de la page 4 de 
Tarlicle de IM. Hermite dans les Collectanea mathematica, etc. 

Ecrivons la serie (29) sous la forme 



2K , , 



7: 



sin — rr (x — a) 



•— iLnTiai u.n'Kui __ 

I ^l^-^ ~^^^ 1 

tTi I sin— jT- (x — a — 2/i/K') sin — rr (a:-— « -+- 2/i/K') I 



puis developpons la quantite entre crochets suivant les puissances de q; 
nous obtenons, sous les conditions 1 7' |< e ^ < 



I 



(32) 



[LnlZiii 



e 






TT 



sin — =7 (vT — AT — 2niK') 
2K 



sin -^ ( x — rt -+- 2 niK') 
2K 



V = x 



V=rl 
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oil V prenil toutes les valeurs impaires de i a -+- oo , On aura done 



/I = flo V= oe 



(33) ''—^^{x,a)=. — ! 4 y y ^|.n«^«vsinr(2fx,i4-v)^-vjl|; 



Sin^(j?--flr) ;fn v"^ 



d'oii I'on conclut que, si Ton fait 

2K , . I 






SinjjT(^— a) N 

on a, pour le coefficient C^\x, a), Texpression 

la sonome 1" elant etenduc a lous les diviseurs conjugues J et 5' de N, 
pour lesquels 5' — J/x est un entier positif impair. 
Ecrivons de meme la serie (3i) sous la fornoe 






^ ^ ♦/TH ^"JK 



u m TT ^f I u. m 7C </ < 



[u. m <h f* 
I- 
e «•' 
—IT- 
sin^(a.--« 



e ^^ 



m=\ I oi^^ zn7 \^ — a — miK' ) sin -^(,r — a -h /«/ K') 



2k 

ou 






Le coefficient At q ^ ne diflere du terme (32) qu'en ce que n est 
remplace par — ; on aura done imm^diatement, d'apres(33), 



(34) { M = «>V = « |im' + SmV 



\ w = l v = l 



\1\< 






f. 
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Oil met V prennent toutes les valeurs positives impaires. Si Ton ordoDnc 
le second membre suivant les puissances de q^ les exposants de q sont 

de la forme -7-> on 

(35) N = [A-h2 (mod^), 

et, sous cette condition (35), le coefticient de q^ , dans la serie du second 
membre de (3/|), sera 

FT(^,«)=^sm(^-^ ~^---^-^j, 

lasomme 1" elant etendue a tous les systemes de diviseurs conjugues 

(? el d^' de N dans lesquels ^ est impair et moindre que i/-- 

On se trouve ainsi en possession de melhodes et de formules gene- 
rales permettant de trouvcr facilement et rapidement les dcveloppe- 
ments en serie des fonctions doublement periodiques de troisieme es- 
pece, et comprenantcomme cas particuliers les formules, si precieuses 
pour TArithmetique, que M. Biehler a etablies dans son interessani 
travail en suivanl la voie ouverte par M. Hermile. 
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Equations DiFFf^RENiiELLES imfiAiRES, 

Par M. E. GOURSAT, 

PR0PBS8EUR A LA FACVLTB DBS SCIENCES DK TOULOUSE. 



Dans un articie insere aux Mathemalische Annaten (Band XXIV) et 
dans un Memoire developpe qui paraitra prochainement dans les Ada 
Societatis Fennicce, je me suis propose d'etudier les integrates ration- 
nelles de Tequation du troisieme ordre, due a M. Kummer, qui se pre- 
sente dans I'etude de la transformation des series hypergeometriques. 
Le probleme d*AIgebre auquei on est conduit ofTre plus d'une analogie 
avee le probleme celebre de la transformation des integrates ellip- 
tiques, tel qu*il a ete traite dans toute sa generalite par Jacobi au debut 
des Fundamenta' nova. Les deux questions ne sont, d'ailleurs, que des 
cas particuliers d'un probleme tres general relatif aux transformations 
rationnelles des equations diflerentielles lineaires, et ce probleme 
comprend aussi toutes les questions que Ton pent sc proposer sur la 
reduction des integrates ultra-etliptiques au moyen de substitutions 
rationnelles. C*est Tetude de ce probleme general qui fait I'objet du 
present Memoire. Je m'altacbe surtout a montrer comment la question 
depend de la recherche des solutions en nombres entiers et positifs de 
certaines equations indeterminces. Une fois ces ^ystemes de solutions 
connus, la determination effective des substitutions rationnelles exige 
Temploi de calculs par la methode des coefficients indetermines, cal- 
culs qui peuvent etre tres compliques, mais il ne semble pas qu'on 
puisse s*en afTrauchir d'une maniere generate. Gomme application, je 
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montre comment on peut toujours ramener a une question d*elimina- 
tion le probleme suivant : Une equation lin^aire du second ordre etani 
DOXNEE, reconnattre si son integrate generate est unefonction algebrique. 
Pour fixer les itlees et abreger les raisonnements, j'ai constamment 
suppose que les equations lineaires £taient du second ordre, mais il 
est visible que la methode reste la meme, quel que soit Tordre de ces 
equations. 

I. 

1. Pour ne pas interrompre la suite des raisonnements, je commen- 
cerai par etablir un lemme dont nous aurons besoin par la suile. 

Soit X = (f[t) une fonction rationnelle quelconque d'une variable ^ 
et designons en general par P(^ — a) une fonction rationnelle qui n*'est 

ni nulle, ni infinie pour / = «, / — qo devant etre remplace par y- 

Soient a et a deux quantites finies; d'apres la theorie des racines 
egales, on peut dire que / = a est racine d*ordre m de Tequation 
9(/) = a, si Ton a 

J7 — a = (/ — a)"» P (^ — a). 

On dira de meme que / = a est racine d'ordre m de Tequation y(/) = oo 
ou que /=:qo est racine d*ordre m de Tequalion 9(/) = a, si Ton a 
dans le premier cas 

i.=zr(f — a)'"P(/ — a) 

et dans le second cas 

.-„=(i)"p(i). 

Enfin / = X5 sera racine d'ordre m de Tequation <f{t) = oo , si Ton a 



i=or''G) 



Supposons que Tonfasse a la fois sur x et sur / une substitution 
lineaire 



_ AX4-n _ A T + B^ 



si /^est racine multiple d'ordre m de Tequalion ff[t) = x^, en appelant 
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Xo et To les valeurs correspondanles de X el de T, T^ sera dans lous 

/ \' T-4- B'\ 

les cas racine multiple d^ordre m de I'lequalion 9(7^7^ — jt7) = Xo. Par 

exemple, si (f[t) se reduit a un polynome entier d'ordre m, t= 00 
devra etre regarde comme une racine multiple d*ordre m de Tequa- 
lion (p{t) = 00 . 

Imaginons que Ton considere toutes les valeurs de x pour lesquelles 
Tequation (p{t) =0? a des racines multiples, fmies ou infinies, et soit 
r I'ordre de multiplicite de Tune quelconque de ces racines. Si le degre 
de la fonction <f{i) est egal a n, on a la formule absolument generale 

(1) 2(/* — l)=2/l — 2, 

le signe 1 s'etendant a toutes les racines multiples, finies ou intinies, 
de I'equalion (p(/) = a7, pour toutes les valeurs de x. D'apres ce qui 
precede, on peut toujours supposer que Tequation ^{t) = x> admet la 
racine simple t= x> et n — i autres racines simples. Si ces conditions 
n'elaient pas remplies, on n'auraitqu*a considerer une valeur finie^o 
pour laquelleTequation <f{t) = XQ ait n racines simples finies /q, /,, ..., 
/;,-,, et a faire les substitutions lin^aires 



I I 



JC ZZZ.Tq-^' -^9 tz=ltQ'+--y 



qui ne changent ni le degre n, ni la somme 2(r— i). On pourra done 
toujours supposer la fonction rationnelle (p{t) mise sous la forme 

P et Q elant des polynomes sans facteurs communs, le premier de 
degre «, le second de degre /z — i, et le second n'ayant que des fac- 
teurs simples. Grace aux substitutions precedentes, Tequalion (p{t) = a 
ne pourra avoir de racines multiples que pour des valeurs finies de a 
et ces racines multiples auront elles-memes des valeurs finies. De 
Tequation precedente, on tire 

c^_FQj-PQ' 
et le numerateur est un polyn6me de degre a/i — '2 n*ayant aucune 
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racine commune avec le deaominatcur. Si / = a est une racine d'ordi e 
r— I de Tequation P'Q — PQ'== o et a la valenr correspondante de^, 
on voit facilemcnt que / = a sera racine multiple d*ordre r de Tequa- 
tion <f[t) = a; et reciproquement, si /= a est racine multiple d'ordre r 
de Tequaiion P— aQ = o, / = a sera racine multiple d'ordre r— i de 
Tequation PQ'— QP' = o, comme cela resulte de Tidentite 

PQ-.Q'P = (P'-aQ')Q-Q'(P-aO). 

On en deduit precisement la formule (i) qui est» par suite* absolument 
generale. 

On pent etablir cetle formule autrement. Considerons la fonction 
algebrique t de x definie par Tequation (p[t) = x, et la surface de 
Riemann correspondante, qui se composera de n feuillets, si (f{t) est 
de degre n. Les points de ramification de cette surface correspondent 
aux valeurs de x pour lesquelles plusieurs valeurs de / deviennent 
egales, c'est-a-dire aux valeurs telles que Tequation y(/) = a ait des 
racines multiples. Or, d'apres la definition de Tordre de multiplicite 
d'une racine, on reconnait immediatement qu*a une racine multiple 
d'ordre r correspond toujours un point de ramification d'ordre r— i. 
La formule generale, qui donne le genre d*une relation algebrique 

devient ici, puisque /> = o, 

S(r — i) zzi in — 2, 

c'est-a-dire la formule (i). 
2. Soient 

(3) ^^P^I^Q.^o 

deux equations lineaires du second ordre, oixptiq sont des fonctions 
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de a?, P el Q des fonctioDS de /. On peut toujours, comme il est bien 
connu, passer de Tequntion (a) a l*equation (3) en posant 

9 el (V elanl des fonctions convenablement ehoisies de /; on n'aura, en 
efTet, que deux condilions a remplir el Ton dispose de deux fonclions 
arbilraires 9 et w. Ces fonclions seronl determinees par les equations 
simultanees 

(4) ^a:'-^=2---4-P, 

(5) ^a;'J:3I — -+-P — -f-Q, 

11' w 

et Telimination detv conduit a une equation du troisieme ordre pour 
determiner la fonclion inconnue x=^(f[t) 



(6) 



x" Z (x'y ( i . ^P\ ,. rx ^ ni ^P 



oil Ton a pose, pour abr^ger, 

x'—-^i j7"=z-4> x'"=-r^'^ 
dt dt^ dt^ 

L*equalion de Kummer est un cas particulier de Tequalion (6), que I'on 
obtient en supposant que les equations proposees (2) et (3) se reduisent 
a deux equations hypergeoinetriques. Dans ce qui va suivre, je suppo- 
serai que p t\.q sont des fonctions rationnelles de a?, P et Q des fonc- 
tions rationnelles de /, et, de plus, que les equalions (a) et (3) ont 
toules leurs integrales regulieres; je me propose de montrer comment 
on peut etendre a Tetude des integrales rationnelles de Tequation (6) 
les considerations dont je me suis deja servi dans le cas parliculier de 
Tequation de Kummer, et cela sans autre difficulle nouvelle que la 
complication des calculs. 

Je remarque en premier lieu que, si Tequation (6) admet pour inle- 
grale une fonclion rationnelle de /, Tequation (4) donnera pour la 

valeur correspondanle de — une fonction rationnelle, et il est aise de 

Ann, de Vt.c. Normnle, 3« Seric. Tome II. — FAvrier i885. 6 
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verifier que w sera de la forme 

i = A 

(7) w = J\{t-tkr^; 



1 = 1 



I'integration de Tequation (3) sera doDC ramenee a rintegralion de 
Tequalion (2) ou inversement. 

3. Un point ordinaire a d'une equation lineaire du second ordre, 
telle que Tequalion (2), peut elre caracterise par la propri^te sui- 
vante : dans le domaine de ce point, Tequation admet deux integrates 
particuliferes distinctes de la forme suivante : 

II resulte des expressions dep et de-7 au moyen des integrates v,, y^. 
que ces coefficients sont holomorphes dans le voisinage du point a. 
Inversement, si pet q sont holomorphes pour X'= a, le theoreme fon- 
damental de M. Fuchs nous apprend que le point a sera un point ordi- 
naire. Tout point non ordinaire est un point singulier; j'emploierai la 
classification suivante, qui est basee principalement sur la difference J 
des racines de Tequation determinante fondamentaie relative a ce 
point. 

i^ 8 n'est pas un nombre entier^ ou bien, detantun nombre entier, 
rintegrale generate contient un logarilhme dans le domaine du point 
considere; je reserverai aux valeurs de la variable de cette nature le 
nom de points viritablement singuliers ou, plus simplement, de points 
singuliers. J'appellerai a^, ^2, ..., ap les points singuliers de cetle 
espece de Tequation (2), que je suppose en nombre/?. 

2"" 5 esl un nombre entier superieur a I'unite, sans que Tintegrale 
generate contienne de logarithme dans le voisinage de ce point. Je 
donnerai aux points de cette nature le nom de po'mls a apparence sin- 
guliere, et je designerai par la tettre b un quelconque des points de 
cette espece de I'equation (2). 

'i^ & est egat a I'unite, sans que Tintegrale generate contienne de 
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les relations evidentes 

(9) DiziN,H-/l|[X,=:N,H-/l,jx,z=... = N,4-/»/t^/=...= Np-+-/fpjx^, 

La formule (i) ^tablie plus hant fournit une autre relation; dans 
2(r— i) les termes qui proviennent du facteur 11/ ont pour somme 
N/ — V,- et la somme des termes analogues sera 

i-p i = p i = p 

1=1 1=1 »=i 

De meme, le terme qui provientdes racines deTequation o{t) = a/, 
communes avec Tequation P/= o, sera, en supposant toutes ces racines 
simples, ni{[ii'^ i) et aura une valeur plus grande si Tequation P,== o 
a des racines multiples, comme il est aise de s'en assurer par un calcul 
facile. La somme des termes analogues sera done au moins egalc a 



! = /» 

\ /l^(lX/— I). 

1= 1 



Enfin, la somme l{r — i) pourra contenir d'aulres termes provenant 
des racines multiples de I'equation (p(/) = A, s'il en existe pour 
d'autres valeurs de A; de sorte que Ton aura, en general, d*apres la 
formule (i), 

i=p i^p 

(ii) \ 'ii(lA/— -+- \ N|— ^4- A = 2D — 2. 



1=1 1=1 



A designe un nombre entier positif qui sera nul si tons les polyndmes P/ 
n'ont que des facteurs simples, et si Tequation f{t) = A n'a que des 
racines simples, tant que A n'a pas Tune des valeurs a^, a^^ . . . , Up, et 
dans ce cas seulement. En particulier, on voit que A sera toujours nul, 
si Tequation (3) n'a pas de points a apparence singuliere. 

L'equation (2)etant donnee, les equations (9), (10), (1 i)contiennent 
les indeterminees D, A, N, , N2, . . . , N^ et certains des nombres n,, ceux 
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pour lesquels la valeur correspondante de $/ esl commensurable. Les 
autres doivent etre supposes nuls, comme on Ta explique plus haut. 

Pour trailer le cas parliculier oil Ton suppose que les equations (2) 
et (3) n'ont pas de points singuliers apparents, on devra faire A = o, et 
supposer nuls tons les nombres rti pour lesquels le nombre correspon- 
danl J, n*est pas Tinverse d'un nombre enlier. 

Toute fonction rationnelle repondant a la question fournit evidem- 
ment une solution des equations preeedentes en nombres entiers et 
positifs. Inversement supposons que Ton connaisse une solution deces 
equations en nombres entiers el positifs; connaissant les nombres N/, 
on pourra determiner les nombres rf par les relations 

k = q 

(12) N,=.^/f, 

et, d'apres I'equation (10), on pourra determiner ces nombres r'l de 
fagon que cbaque facteur t — a^ figure dans un produit Ui et dans un 
seul, et cela d'un nombre limite de manieres. Les nombres />/ et rf etant 
ainsi determines, supposons que Ton veuille calculer la fonction <f{t) 
par la methode des coefficients indetermines. Les equations (8) four- 
nissent ^ — 2 identites de degre D en ^ el par suile (/? — 2) (D -h i ) 
equations de condition; or, dans ces identites, on dispose des q arbi- 
traires a,, a2, . . . , 0^^ et des coefficients des polynomes P/. Comme on 
pent toujours supposer un de ces coefficients egal a Tunite, le 'nombre 
total des parametres arbilraires sera 

i = p 

\ Hi-hp -ir fj — I. 
/ = 1 

Or I'equation (1 1) pent s'ecrire, en tenant compte des relations (9), 



I = 



pD — N /I/— <7-|-Ar=2D— 2 



i=.l 



OU 



(|3) y m-hp-hq — i — {p — 2)(]) '{'i)-hl-i'3. 



I - 1 



y 
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et cette nouvelle formule exprime precisementque le nombre des coef- 
ficients indetermines surpasse le nombre des equations de condition 
de A-f- 3 unites. On en deduira done, en general, une fonction ralion- 
nelle repondant a la question et renfermant A-i-3 parametres arbi- 
traires. 

Je considererai toutes ces fonctions rationnelles comme appartenant 
a un meme type. Comme a tout systeme de solutions des.equations (9), 
(fo), (11) correspond un nombre limite de solutions pour les equa- 
tions (12), on arrive aux conclusions suivantes : 

A tout systeme de solutions des equations (9), (10), (11) correspondent 
en general une infinite de fonctions rationnelles rdpondant a la question, 
qui appartiennent a un nombre limite de types distincts. 

Chacun de ces types contient le mime nombre ( A -1- 3 ) de parametres 
arbitr aires. 

Pour achever de determiner le probleme, on pourra se proposer de 
disposer de ces A -f- 3 parametres, de Aigon que A -t- 3 des quantitesa,, 
a,, . . ., a^ aient des valeurs donnees a Tavance si A -f- 3 5y. 

Pour passer du cas general au cas particulier de ['equation de 
Knmmer, il faudra faire/? = (7 "^ ^» A = o; on retrouve ainsi un sys- 
teme d'equations equivalent a celui que j'avais obtenu directement 
(voir Mathematische Annalen, I. XXIV, p. 45o). Chaque solution con- 
tiendra trois parametres arbitraires dont on pourra disposer de fagon 
que les points ol^.ol^^ a, coincident avec les trois points o, 1, 00 , et le 
probleme devient alors completement determine, comme je Tai deja 
eiabli dans le travail cite tout a Theure. 

6. On voit par la le role important que jouent, dans le probleme 
dont je m'occupe, les equations (9), (10), (1 1); dans toute application 
de ce probleme, on devra commencer par rechercher les solutions de 
ces equations en nombres enliers et positifs. On pent deduire de ces 
relations d*autres formulessusceptiblesd'interpretatious interessantes. 
Ainsi des equations (9) on tire 



1=1 1=1 / 
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el, en remplaQant D par celle valeur dans Tequation (9), il vient 

Supposons/> superieur a 4; le premier membre de la formule prece- 
denle ne peut etre negatif, et il ne sera nul que si cliaque terme est 
separement nul, c'est-a-dire si Ton a n/ = o, N,- = r . Par consequent le 
second membre ne peut etre que positifou nul; on en deduit qu*on ne 
peut avoir q<ip^ et Ton n'aura q = p que si Ton a en meme temps 
A = 0,/?/= o, N/= I, el la substitulion sera du premier degre. Ainsi : 

Lorsque le nombre des points singuUers non apparents de la premiere 
equation lineaire est superieur a quatre, le nombre des points singuUers 
non apparents de la seconde Equation ne peut itre infifieur au nombre 
des points singuUers de la premiere, et, s'il lui est egal, ellesse deduisent 
I'une de r autre par une substitution lineaire. 

Si /7 = 4» l6 premier membre de I'equation (14) ne peut pas non plus 
etre negatif; done on ne peut avoir q <ip; mais on pourra avoirp = q 
si A — o et si le premier membre est nul, ce qui aura lieu si Ton a 

ni — o, N/ = i, 

c'est-a-dire dans le cas d'une substitution lineaire et, en outre, si Ton a 



« = 4 



t^i = H-2 = 1^3 = \H = 2, \ N/ = 4. 



1 = 1 



Dans ce dernier cas, la determination de la fonction (p{t) revient preci- 
sement au probleme traite par Jacobi au debut des Fundamenta nova. 
Ainsi : 

Lorsque le nombre des points singuUers non apparents de la premiere 
equation est egal a quatre^ le nombre des points singuUers de la nouvelle 
equation nepeut itre inferieur a quatre et, s'il est egal a quatre, la trans- 
formation est lineaire ou est une transformation de Jacobi. 

Dans ce cas particulier, Tequation {1) aura quatre points singuUers 
non apparents, et la diiTerence $ relative a ces quatre points sera com- 
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mensurable et, reduite a sa plus simple expression, aura pour deno- 
ininatcurs. Telle est Tequation de Lame et Tequation plus generate 
de M. Darboux {Comptes rendus, juin i88a); Tintegrale generale de 
COS deux equations s'exprime, coinme on sait, au moyen des fonctions 
de Jacobi. II enserait encore de meme si Ton ajoutaitaux quatre points 
singuliers non apparents un nombrequelconque de points a apparence 
singuliere. II surfit, pour le voir, de se reporter a un petit travail que 
j'ai publie dans le Bulletin de la Societe mathematique (t. XII, p. 97). 
Nous avons en meme temps le resultat suivant : 

Les scales irans/ormations rationnetles, ielles queles equations (2) et (3) 
aient le mime noinhre de points singuliers non apparents, sont les trans- 
formations de Jacobi et les transformations qui resultent des integrales 
rationnetles de V Equation de Kummer. 

On voit, en outre, qu'on ne pourra avoir q<ip que si/? = 3, et Ton 
retrouve precisement les quatre types d'equations hypergeometriques 
qui s'integrentalgebriqnement. 

Je laisse de cote le cas singulier de /? = 2. 

7. L'equation (2) etant donnee, ainsi que le nombre entier y, il est 
Ires important de recbercber si les equations (9), (10) et (1 1) admet- 
tent un nombre limite ou unc infinite de solutions. Des equations (9), 
je tire 

m^-P fLm (f = i, 2, ...,/> — I), 

Tequation (i i) pent alors s'ecrire 
OU bien 




Plusieurs cas sont a dislinguer suivant le signe du coefficient de 7i,,/x,,. 
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Premier cos. — Supposonsce coefficient negatif : le premier menibre 
dc Tequation aura a la fois des termes positifs et des termes negatifs, 
et ccUe formule ne dous fourDit aucune liroite pour les nombres N/ 



»=p 



el /I,. Or la quantite p — 2 — \ ~ ne pent etre negative que dans les 
qua I re oas suivants : 



i = I 



-» 



->• |Ai- \h' :^3- 

"X 1 ti 



'2 3 

a 3 

a 3 



4 



qui correspondent aux quatre types d'equations bypergeomelriques 
s*inlegrant algebriquemenL Dans cbacun de ces cas, les equations (9), 
^io\ (1 r admeitent, eneflet, une infinite de solutions, quel que soit^. 
II n\ a de limitesni pour les nonibres n^, ni pour les nombres N,.^ 



'=p 



Dciijrirme cas. — Supposons /i — a =7 -^ ; ceci aura lieu dans quatre 
cas seulemenl : 



1 = 1 



p 


:*f 


a.. 




r». 
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■1 
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> 




* 



Dans cbacun de ces quatre cas, rintegrale generale de Tequation 
proposec sV!(prime au moyen de fonctions doublement periodiques de 
premiere oude secondeespece. Les equations 9\ ;io\ ;ir admettent 
une intinite de solutions, pourvu que 9 ne soit pas inferieur a /i. II o\ 
a pas de liniite pour les nombres n^i mais Tequation {i5) se reduit 



ici a 



J - r 



t 



rt Ton \oit que les nombres N^ n^admettent qu*uu nombre limite de va- 
leurs. 
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' = P 



Troisieme cos. — Supposons^ ce qui est le cas general,/) — 'i >V — • 



1 = 1 



Tous les termes du premier membrede Tequation (i5) seront posilifs, 
el, comine le second membre a une valeur determinee, il en resulte 
que tous les nombres N|, Nj, . . ., Np, rip devront etre inferieurs a une 
liniile determinee. Comme il existe/? — i equations analogues oil Ton 
aurait remplacesuccessivement I'indice /? par/?— I, /? — 2, .. ., i, on 
verrait de meme que les nombres /i^ /I2, .. ., n^^^ doivent tous rester 
inferieurs a certaines limiles, et, par suite, les equations (9), (10), (i i) 
admeltent un nombre limite de systemes de solutions en nombres en- 
tiers et positifs. II suit de la que toutes les substitutions rationnelles per- 
mettent de passer de f Equation proposee a une equation ayant un nombre 
determine q de points singuliers non apparents appartiennent a un 
nombre limite de types differenis. 

On pent aller plus loin et regarder dans les equations (9), (10), (11) 
tous les nombres N,, w,, (a^, D, A comme indetermines, /? ety seulc- 
ment etnnt donnes. Si on laisse systematiquement de cote les cas qui 

pourraient se presenter oil la sommc \ ^ pourrait etre egale ou supe- 

rieure a /> — 2, le coefficient /> — 2 — \ — restera superieur a une li- 

1=1 
mite determinee; par exemple, si />>4. ce coefficient sera superieur 

a ^ — 2; si/? = 4f il sera superieur a ^; si/? = 3, il sera superieur a j^. 

Donc,d'apres Tequation (i5), tous les nombres N,, Ng, ..., N^, A, /ipfz^ 
devront rester inferieurs a unecertaine limite, et Ton demontreraitqu'il 
en est de meme des produits/i<|X|,...,n^,(Xp_<. Par suite, les nombres 
ni et fx, auront eux-memes une limite; il y aurait exception pour le 
nombre entier /x^, si Ton supposait n/= o; mais on sait que, dans ce 
cas, le nombre {x< ne figure pas dans les equations. 

II y aura done un nombre y?m de solutions pour les equations (9), 
(10), (11), et Ton arrive a cette conclusion que, abstraction faite des 
huit cas particuliers enumeres plus haut, toutes les substitutions ration- 
nelles conduisant d'une equation quia p points singuliers non apparents a 
une equation qui en a q appartiennent a un nombre limite de types distincts. 
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Cette conclusion est tout a fait analogue, comme on le voit, a celie 
que j'avais obtenue pour Tequation de Kummer, mais beaucoup plus 
generale. 

8. Lcs principes precedents conduisent sans peine a la solution de 
ce probleme : Les equations (2) et (3) etant donnees , reconnaitre si elles 
peuvent se deduire Vune de V autre par une substitution rationnelle. 

Les explications donnees plus haut nous dispensent d'entrer dans 
un grand nombre de details. On reconnait d*abord qu'un certain 
nombre de conditions prealables doiventetre remplics : Tequation (3) 
doit avoir au moins autant de points singuliers logarithmiques .et de 
points a apparence singuliere que Tequation (2); la difference ^^ 'rela- 
tive a un point critique a^ doit etre multiple d'une des differences (?/ 

relative a un point critique a^ Ces conditions etant suppos^es 

reniplics, les nomlxre N,, N2, ...» N^ auront un nombre limite de sys- 
temes de valeurs positives. Quant a A, on obtiendra comme il suit la 
valeur de ce nombre ou du moins une limite superieure. Si Tequa- 
tion (3) n'a pas de points a apparence singuliere, Tequation (2) ne 
pourra pas non plus en avoir, et Ton aura 

A3ZO, 

comme on Ta vu plus haut. Si les deux equations ont des points a 
apparence singuliere, nous designerons par A, et Aj les differences des 
exposants de discontinuite des integrates de la premiere et de la 
seconde equation dans le domained^unde ces points, par A|, et A2 le 
nombre des points a apparence singuliere des deux equations. Dans Ic 
cas oil A< = o, on trouve aisement 

A = 2A,-A,; 

mais, si A| n*est pas nul, on a les deux inegalites 

D2 A,^SA„ A;^AiD-+- SAj— A„ 

qui fournissent a la fois des limites pour D et A, et il est aise, dans 
chaque cas particulier, d'obtenir des limites beaucoup moins elev^es 
par d'autres considerations. Quoi qu'il en soit, une fois qu*on aura 
choisi un systeme de valeurs admissibles pour les nombres N/ et A, 






•» h' 
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Tequation (i5) et les equations analogues donneront les valeurs des 
nombres n,-, pourvu que I'on n'ait pas 



i- 1 



Eeartons d'abord celte hypothese; ies valeurs que i'on trouve pour 
les nombres /i/ devront etre entieres et positives, ou nulles dans cer- 
tains cas. 

On aura done tous les elements necessaires pour effectuer lecaleul, 
et Ton voit que la question se ramene dans tous les cas h un nombre 
limite d*essais. 

Les calculs pourront sans doute etre tres compliques, mais il me 
suffit pour le moment d'avoir montre que le probleme est susceptible 
d*une solution complete. J'etudie plus specialement ci-dessous le cas 

i-p 

oil /? — 2 —\ — <o, qui presente un interet particulier. 

1 = 1 
II en est tout autrement dans les quatre cas ou Ton a 
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Tequation (i5) ne nous donne plus les valeurs de /i/, et il pent y avoir 
une infinite de solutions des equations (9), (10), (i i). II est aise de se 
rendre compte de cette circonstance par un exemple; si Ton cberche 
toutes les fonctions rationnelles x = (p{i) verifiant une equation de la 
forme 

dx gdt 

on sait que, pour un degre donne n de (p{t), il devra y avoir une relation 
algebrique entre k^ et k'^. Si k^ et A'* sont donnes, on pourra verifier si 
cette relation est verifiee ou non pour n = 2, 3, 5, . . . ; mais, aussi loin 
qu'on aille dans la serie des essais« on ne pourra jamais atlirmer que 
la transformation n'est pas possible par cette seule consideration des 
equations modulaires. 
Le probleme qui nous occupe dans ces quatre cas particuliers est 
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lie a la reduction des integrales abeliennes, et je me propose d'y 
revenir dans un autre travail. 

11. 

9. Pour donner un exemple de discussion du systeme des equa- 
tions (9), (10), (11), je me propose d'eludier ici le cas de/? = 3, 
q-=:t\, qui peut etre regarde comme le plus simple apres celui de 
p = q = 'i. 

J'observe d*abord que, dans le cas particulier en question, les equa- 
tions (9), (10) et (f i) sont equivalentes aux suivantes : 

(16) D =2 N, H- /I, [JL, = Nj -H /i J |x, = Nj -h /13 (X3, 

(17) N,+ N,H-N3>4, 

(18) /^|((Al— 2)-h/^l([A,— 2)-l-Ni-hNj=i2/i3-+-4 — 2A; 



/ = S 



I 



'equation (18) s'obtient en remplaQant, dans I'equation (i i), D — X'*/ 



/■= I 



par la valeur a — A liree de la formule (i3). La discussion comprend 
plusieurs cas. 

Premier cas. — Soil n^ = n^=z n^ = o. La seule solution est 

N, = N,=:N'3=:2, = 2, A = O. 

La substitution correspondante sera du second degre, et Ton peut 
prendre comme type de cette substitution x = t^\ si les points singu- 
liers de la premiere equation sont, comme nous le supposons toujours, 
o, I, Qo , ceux de la seconde equation seront o, i, — 1, oo ; fX|, ju.,, fXa 
sont arbitraires. 

Deuxiime cas. — Soient 712 = 713=0, 71,^0. Les equations de- 
viennent 

J)i:^N,-+-/i,|x,z=N,= N3, Ni-i-N,4-N3^4, 2N,-h2/i,(HL, — = 4 — 2A; 
elles admettent les systemes de solutions suivants : 
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On peut prendre comme types de substitutions correspondantes les 
substitutions ci-dcssous : 

<■«' "= (.-.)(.u-. r'' 

Troisieme cas, ~ Soient /i3 = o, /i,/i2^o. Les equations deviennent 

I) — X, H- /ii jxi = Nj -+- «, jxj = N„ 

//, ( ix, — 2) -+- /i,( (X, — 2) 4- N, H- N,= 4 — 'i •^, 

N,4-N,4-N,;:4. 

Les substitutions correspondantes peuvent se deduire des integrates 
ralionnelles de I'equation de Kummer. En efTet, toute fonction ration- 
nelle provenant d'un systeme de solutions du systeme precedent don- 
nera iieu a une identite de la forme 

oil 11/ est de la forme 

Prenons, par exemple, 

supposons m^ superieur a Tunite. Par une substitution lineaire conve- 
nable, on pourra remplacer a,, a,, a, par les valeurs o, i, qo et Ton 
aura precisement une de ces identites d'oii se deduisent les integrates 
rationnelles de Tequation de Kummer. La reciproque est aisee a de- 
montrer. 

Ann. de I'F.c. Normale, 3* Serie. Tome II. — Fevbieb i885. ^ 
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Quatrieme COS . — Soil n,/io/i3?^o. On a encore plusieurs hypotheses 
a examiner, suivant le slgne de i 

Dans les qualre cas oii hi somme 1 1 est snperieure a 

* 1^1 V-i ^% ^ \ 

Tuniie, les equations (iG), (17), (18) admettent une infinite de sys- 
lemes de solulions; il n'y a aucune liinite, ni pour les nombres /?,• ni 
pour les noinbresN/. 

Dans les trois cas oil la somme 1 1 est eeale a Tunile, il v 

1^1 \H ^i ^ 

a encore une infinite desolutions, toutes comprises dans les suivantes, 
oil h designe un nombre entier positif arbitraire : 

A-iz-O. 
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A chacune de ces solulions correspond une infinile de difieremielles 

de la forme 

di 

qui se ramenent par un changement de variable a des differentielles 
elliptiques. 

Si Ton suppose h ^ — I < i, on n'a qu'un nombre limite de 

solutions, oil aucun dcs nombres [Xi, t^st ;^3 ne pent depasser 14. Le 
nombre A ne peut elre snperieur a Tunite; il ne pourra done prendre 
que les deux valeurs A = o et A = i. Je citerai comine cxemples les 
solutions suivantes : 
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10. Une application importante des precedentes recherches est rela- 
tive k Tetude des integrates algebriques des equations lineaires du 
second ordre. On sait, en eflet, d'apres un beau r6sultat du a M. Klein 
(Sociele Je Physique d'Erlangen, juin 187G), que Tequalion 



(2.») 



fi- y .. dy ^ 



oil P et Q sont des fonctions rationnelles de /, aura son integrale 
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algebrique si les deux conditions suivantes, qui sont d'ailleurs neces- 
saires, sont remplies : i® e^^^^ est une fonclion algebrique de t-, 
2^ Tequation du troisieme ordre 

^ ^ X' 2\x'J 2X^{X — J)' ^2 ffi 

oil X, fjLy V ont Tun des systenies de valeurs ci-dessous : 

\. a. V. 
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admet pour integrate une fonction rationnelle de t. 

Laissant de cote la premiere condition que nous supposons remplie, 
proposons-nous de voir comment on pourra reconnaitre si la seconde 
Test egalement. Le probleme qu'il s*agit de resoudre est evidemment 
un cas particulier du probleme general dont il a ete question plus 
baut, et Ton oblient ce cas particulier en supposant que Tequalion (2) 
est une des quatre equations hypergeometriques dont I'integrale gene- 
rale est algebrique et pour lesquelles X, ti, v ont un des systemes de 
valeurs ci-dessus. • 

Pour fixer les idees, je suppose que Ton prenne 

X — 1 „ — 1 V — i« 

r, J, jA J, y g, 

Tequation ( 24) ne devra pas avoir de point singulier logarithmique, et 
la difference des exposants de discontinuite relative a un point critique 
non apparent sera un nombre commensurable qui, r^duit a sa plus 
simple expression, aura pour denominateur Tun des nombres 2^ 3, 5. 
Supposons qu*il existe une fonction rationnelle (p{t) repondant a la 
question. Soit / = a un point singulier non apparent de Tequation (24) 
et 8 la difference des racines de I'equation determinante fondamentale 

relative a ce point. Si 5 est de la forme — > on en conclura que /= a 
est racine d'ordre m de I'equation rp{i) = o; de meme, si Ton a 5 = ^ 
ou c^= y> on en conclura que / = a est racine d'ordre m de I'equa- 
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lion (p{t) = i ou (le I'equalion p(/) = ao. C'est ce qui resulte bien 
clairement du d^ 4. On parlagera, d*apr^s cela, les points singuliers 
non apparents dc Inequation (24) en trois groupes» suivantque le deno- 
minateur de 5 est Tun des nombres 2, 3, 5. le designerai par a^, a^, ..., 

a>i les points singuliers du premier groupe, et par -i, -^, ..., ~ les 
valeurs correspondantes de d; par j3«, /S^, . . . , /3/ les points du second 
groupe, et par ^' t' *•' y '^^ valeurs correspondantes de ^; enfin 
pary^, y^, ..., y^ les points du troisieme groupe et par -^^ ^> •••1 ^ 

les valeurs correspondantes de d. Je suppose que tons ces points sin- 
guliers sont a distance tinie; ce qu'on pent toujours realiser par un 
cbangement lineaire de variable. Posons 

n, = (/ - 7L^)\ {t - oL,)^'...(i ~ ^n)\ 

n, = (/- p, )!*.(/-?,)'''. -.(^-W^ 
ii, = (r-Y,y'» (^-Yir--.(^-Y)t)% 

Ni =^ A| -+- Aj -t- . . . -t- Afif 

^t= 1^1-+- (Af-H- "-^y-if 

S'il existe une fonction rationnelle x = ff{t) verifiant Tequation ('iS), 
on aura les deux expressions 

ce qui donnera lieu a Tidentit^ 

(26) DiP*- n,Q3=in,RS 

P, Q, R etant trois fonctions entieres de degres inconnus pour le 
moment. 

Soient /i«, n^, n^ ces degres; les equations generates (9) et (11) 
deviennent ici 

(27) D = Ni4-2/ij=Nj+ 3/i, = N3-+-5ai3, 

(28) /i,H-2/J2+ 4ai3-hNj4- N,-hN,— (^ 4-*'-^ A') 4- A = 2D — 2, 





T ■ 
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et ces equations resolues nous donnent pour /i,, n^, /ij les valeurs 8ui- 
vantes : 

IJ) 10 ^ >> 

Ces formules ne conliennent d'indetermine que le nombre A. Bor- 
nons-nous d'abord au cas le plus simple, celui ou Tequalion (24) n'a 
pas de points singuliers apparents. On aura alors forc6mcnt, d'apres 
ce qu'on a vu, A = o, el les equations (9.9) nous donnent sans aucune 
ambigu'ite les valeurs de n^. ri^, /i,. Si les valeurs ainsi obtenues ne 
sont pas toules des nombres enliers posilifs, il est inutile de continuer 
le calcul, ot Ton pourra aflirmerque Tequation (25) n'admet pas d'in- 
tegrale raiionnelle. Si Ton trouve ainsi pour n^, rij, n, des nombres 
enliers posilifs (pouvant elre nuls), on aura lous les Elements neces- 
saircs au calcul de ridentil6 (26). Le nombre d'equations de condi- 
tion fournies par cctle identile est egal a D -4- i et Ton dispose de 
^^ ^- Tijj-f. /ij -1- 2 coefficients indetermines. Or des equations (27) et 
(28) on deduil sans peine, en supposant A = o, 

//,-!- //,+ /^3-l-2 = D -h .4 — (/' 4-/-h A); 

le nombre des coefficients indetermines est done inferieur au nombre 
des equations de condition et la difference est A -4- 1 4- A: — 3, nombre 
positif, sauf dans le cas oil I'equation (24) elle-meme serait une equa- 
tion bypergeom^lrique. Dans ce cas, qui a ele traite si completement 
par M. Schwarz {Journal de Borchardt, t. 75), on connait, d'apres le 
Tableau donn^ par ce geometre, les valeurs admissibles pour N«, N3, N, 
et la melbode precedente fournit un procede de calcul regulier pour 
trouver Tintcgrale elle-meme. S\h -h i -h k est superieur a trois, Tiden- 

tite (26) ne pourra avoir lieu que si les quantiles a,, ..., a^, ]3, jS^, 

7i« •• « 7a satisfont a certaincs conditions. La determination de ces 
equations de condition est un probleme d'elimination, qui n'offre que 
des difficulles algebriques. Si ces equations de condition ne sont pas 
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remplies, Tequalion (a5) n'admetlra pas d'integrale rationnelle. Si 
elles sont rem|)lies9 on en dcduira une identite de la forme (a6) et unc 
fonclion ralionnelle (p{i) qui est la seule pouvant repondre a la ques- 
tion. II restera a verifier si elle salisfait ou non a Tequalion (aS). 

1 1. Si Tequation (2/1) a des points singuliersapparents» A ne pourra 
elrenul,mais il est aised*avoir la valeur de cenon)bre.Soient6un point 
singulier apparent de celte equation (^4) et A' la difierence des expo- 
sants auxquels apparliennent les integrates dans le doinaine de ce 
point; i = b pourra etre racine d'ordre A' d*une equation telle que 
f[t)i=a, oil a est different de o, i, oo • ou bien racine de Tune des 
equations ^{t) = o, ^{i) = i, ^[t) = qo au degre de multiplieite aA', 
3A', 5A' respectivement. 

Si l*on se reporte a la signifieation.de A, on voit que le terme qui 
provient de la racine multiple t = b sera dans tous les cas A' ~ i . 

En faisant la somme de tous les termes analogues et en designant 
par A le nombre des points singuliers apparents de Tequation (24)9 on 
trouve 

On pent, par consequent, partager les points singuliers apparents 
de Tequation (24) en plusieurs groupes, suivant que Ton suppose que 
la valeur correspondante de x est differentc de o, i, oo ou a Tunc de 
ces valeurs. 

Ce partage pent etre effectue de plusieurs manieres, mais le nombre 
des hypotheses possibles est evidemment limite. Adoptons une de ces 
hypotheses en particulier; la valeur de A est connue, et les equa- 
tions (29) fourniront les valeurs des nombres enliers /i«, n.^, /i,. On 
sera encore ramene au calcul d*une identite telle que (26); mais aux 
equations de condition provenant de cette identite il faudra ajouter 
d'autres conditions qui expriment que les polynomes P, Q, R con- 
tiennent certains facteurs lineaires ou bien que Tequation f'(/) = () 
admety outre les racines des trois equations n,P = o, n2Q = o, 
n,R = o, certaines racines a des degres de multiplieite determines. 
On reconnait facilement que le nombre des equations de condition est 
superieur a celui des inconnues, s\ h-hi-h k est superieur a trois. Le 
reste du calcul s'achevera comme plus haut. 
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12. Les details dans lesquels nous sommes entres pour le cas do 
X = ^, (jL = ^, V = J nous dispensent d'insister beaucoup sur les deux 
aulres cas de X = ^, ji = {, v = ^ ou v = j. 11 y a, cependant, une 
complication speciale relative a ces deux cas que Ton saisira faci- 
lement. Ainsi, dans le second cas, si la difTerence ^ relative a un 

point singulier non apparent a est de la forme — > on pourra faire 

les deux hypotheses suivantes : t = a est racine d'ordre m de Tequa- 
tion (p{t) = o, ou bien / = « est racine d'ordre am de Tequa- 
tion (p{t) = 00 . De meme, dans le premier cas, si la difference 5, rela- 
tive a un point singulier non apparent a, est de la forme y > on pourra 

supposer indifferemment que / = a est racine d*ordre m de Tequa- 
tion (p{t) = I ou de I'equation (p{t)==co . Une diiBculte analogue se 
presentc pour les points singuliers apparents; mais le nombre des 
combinaisons possibles est toujours limite, et il sufBra d'essayer sue- 
cessivement chacune de ces combinaisons comme il a ete explique tout 
a rheure. 
On pourrait etudier de la meme maniere Tequation (aS) en suppo- 

sant X = fji = ^, V = -• Mais il est a remarquer qu'aussi loin que Ton 

pousse les essais, en prenant successivement pour n les nombres 
entiers 2, 3, 4» ^« • • • * on ne pourra jamais affirmer sans d'autres con- 
siderations que rintegrale generale de I'equation f ^4) n'est pas alge- 
brique. II parait done preferable d'employer la mcthode suivanle. 
L'equation hypergeometrique que Ton oblient en prenant X = ^, fx = ^, 

v= - est la suivante 

n 

(30) ^(^_,)^+(^_.)^_^=0; 

elle admet les deux integrales particulieres distinctes 

1 

Ji=(v^-Hv/^ — i)\ 

dont le produit est egal a Tunite. Par consequent, si dans I'equa- 
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lion (3o) on fail le changemenl de variable x=-(p{t), ct qu'on mul- 
liplie toules !es intograles de la nouvelle equalion par un fiicleur de 
la forme (7), le produit des integrales correspondant a j, el a 7^ aura 
line diflerenlielle logaritlimiquc ralionnelle. Done, si Tequalion (^5) 
admet une inlegrale ralionnelle pour une valeiir convenable de v, en 
supposant X = ;7, = ^, requation lineaire du troisieme ordre, qui esl 
verifiee par le produit de deux integrales quelconques de (a4)» admeltra 
une intcgrale parliculiere de la forme (7). Comme il est facile de deter- 
miner a priori iles valeurs limiles pour les exposants qui y figurcnr, 
ainsi que pour leur somme, on voit qu'on pourra toujours reconnailre 
s'il en est ainsi par un nombrey?/i/ d'essais. S'il arrive que Ton trouve 
pour une inlegrale parliculiere une expression de la forme W, on com- 
mencera par mulliplier loulcs les integrates de Tequation (24) par un 
facleur de meme nalure, dc fagon que le produit de deux integrales 
particulieres de la nouvelle equation soil un polynome enlier entre /, 
R(/). Cela fail, rinlegration de la nouvelle equation se ramenera a des 
quadratures (twrHEUMiTE, Annali di Matematica, I. IX, 2*serie). 
Soil 

d^z dz 

Tequalion dont il s'agil, telle que le produit de deux integrales parti- 
culieres distinctes js, , z^ soil un polynome R(0* Admettons que Tequa- 
tion a une integrate holomorphe dans le domaine de cbaque point 
critique; on aura 

et it est aise dc demonlrer que er^P^^ sera de la forme 

V et/elant des fonclions ratioDnelies de /. Cela posd, des equations 

' dt ' dt ^y^,, 

Ann, de I'Ec, Aormale. 3* Scrie. Tome l\, — Fkvrier i885. <J 
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on lire 

et la question se ramene a rechercher si Tintegrale 

F(0 



/ 



J R(Ov//(n 



it 



est egale au logarithme d'une fonction algebri(iue. Cetle question a 
(lonne lieu a un grand nombre de recherches, en particniier a des 
reclierches d'Abel et de M. Tcbebycheff. Je renverrai a leurs Memoircs 
pour cc qui concerne cette derniere question. 



APPLICATION DU THfeORfeME DE M. MITTAG-LEFFLER 



AU\ 



FONCTIONS DOUBLEMENT PfiRIODIQDES 



DE TROISIEME ESPECE, 



Par M. p. APPELL, 



» » 



MAITRE DE CONFEBENCES A L ECOLE NORMALE SUPERIEl'RE 



Les applications du iheoreme de M. Mitlag-Ledler a des fonotions 
connues sont encore peu nombreuses. Dans celles que M. Weierstrass 
a indiquees pour les fonclions ellipliques, par cxeinple dans la for- 
mule 

"i'£]— vr ' [ ± 1 

le polyn6me retranche de la pariie principale est du premier degre. 
JVI. Hermite, dans une Lellre a M. Mittag-LefHer inseree au Tome 92, 
page f/|5 du Journal de Crelle, a donne des exemples, obtenus par des 
combinaisons de fonclions euleriennes, dans lesquels il faut retran- 
cher des fractions simples un polynome de degre lifnite mais quel- 
conque. Enfin, dans son Coiirs a la Faculte des Sciences (*), M. Hermile 
a considere d'aulres combinaisons de fonclions euleriennes pour les- 
quelles le degre du polynome a relrancber do cbaque fraction simple 
est proportionnel au rang de cette fraction dans la serie et, par suite, 
croil au dela de toute limile. 

Voici une nouvelle application du memc tbeoreme, dans laquelle les 
degres des polynomes que Ton retranche de la partie principale 



( •) Cours do M. Hcrmitc, r6digc par M. Aiido\cr; Hermann, ddileur. 
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croissent indefinimenl; cette application est lelalivc aux fonclions 
(loublemenl periodiques de Iroisieme cspece oblenues, comme Ton 
sait, en divisant un produit de fonclions par un aulre produil de 
menie forme; je m'allacherai surlout au cas, le seul inlerrssaiit, oii il 
y a plus de au numerateur qu*au denominaleur. 

I . Soil F(;r) una fonction uniforme de x verifianl les equations 

\ designant un faeieur constant quelconquc et fx un enlier /?o^£/i/^. 
Supposons que cette fonction admette un pole simple a? = a avec le 
residu A; elle admetlra tons les poles 

(O a -h 2mK -+- 2/i/K', (/« ol /I enliers) 

avec les residus respectifs 
(3) AX«e ' *^ 7-:^«'«-»), 

ainsi qu'il resulte de ['equation 

F(j? -\-iniYJ) — X^c K~"y-|i/i(/i-i) V\^x). 

Nous allons nous proposer de former une fonction uniforme qui 
admette les poles simples (2) avec les residus (3); nous pouvons evi- 

demment supposer A = ^> car cela revient a diviser la fonction 
(•herchee par -^- La question a resoudre est alors la suivante : 

Snient les fonclions 

(JL /r ira I 
( I ) -:>„ (./•) =, )ne ~*^"~y-r''C'-i) col -^ (.r — a — 2///K'), 

2 K. 

o:) 

// =r o, dzi, ±2, ..., dz 00 ; 

former une fonction uniforme ^[x^ admettant pour pdles les points (2) 
de telle f agon que la difference 
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soil holomorphe dans le roisinage de chncun des points 
oil 

m ^=1 o, ±:i, ±: •?, ..., ih x . 

La serie 



^] ?«(•'•) 



est (livergente, car le module du terme general augmenle indetiniment. 
Kn suivant la methodc de M. Millag-Lefller, nous allons retrancher de 

eliaque Fonclion ^n[^) un polynome gn{^) en cos-j^ et sin^ ciioisi 

de lelle fagon que la s6rie 



n 



*(r)= ^ [<p„(.r)-^'„(.r)l 



/I -— X 



soil iibsolument convergente. CeUe serie definira une fonclion $(a' 
satisfaisant aux conditions du prohleme; la fonction la plusgenerale 
salisfiiisant a ces conditions sera <i>{x) augmentee d'une fonclion 
enliere G{x). 
On peut ecrire 

( :» ) col -^ ( .r - a - 2 iuK' ) z^ / ^^,,,_^,"^'^ ; 

e ^ — f/^" 

d*autre part, quels que soient a et 6, on a identiquement 

(f h a n^ \aj \aj \n J a — b 

Supposons d'abord npositif q\, appliquons I'identite (G) en y faisanl 



:r ( .r ail 



nous aurons 



ir I .»• - « I i . ■K I .»• a • / 



.,{. - ----- -' •-- 



col— TT (r -- a — W//K') —/* I 4- 27*"^ . ^ H-. . .-^ 7*"?»e 



- !3i 



4-7"'*?"^ '" ^ COt-^ (x — a — '.i/z/K'). 
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Porlanl cetle expression dc col-^ (.r — a — 2niK') dans celle de 9„(.r) 
et posant 

on a 

la fonclion (7) ^^^(a?) est, comme il a ele dit plus haut, un polynome 
en cos^ el sin^> et Ton voit que ce polynome est de degre p„. 
Cela pose, la serie 

n =0 

sera absoluinent convergente, si Ton choisit rentierp^ en fonction de n 
de la faQon suivante. Soit N un entier quelconque; on prendra p„ arbi- 
Iraire pour toutes les valeurs de n pourlesquelles la difference (jx/i — N) 
est negative^ ce qui n*a lieu que pour un nombre fini de termes a cause 
de rhypothese n > o; et, pour les autres termes, on prendra 



t'/i 



= !A fl — N . 



En elFet, avec cette determination de p„, la difference 9«(a:) — gn[^^) 
prend la forme 

' 2K 

ce qui, grace a la presence du facteur q^^\ est ie terme general d'une 
serie absolumcnt convergente. La determination de jO„ que nous venons 
d'indiquer depend de I'entier arbilraire N; le plus simple sera de sup- 
poser N = o et de prendre 
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alors la difference ?„(.r) — gn{^^) devient 

TZJci 

(10) A"e'^"~^yl^«('»-^»)C0l-'j^ (.r — a — 2/JiK'), 

forme que nous adopterons deiinitivement. 

Nous v6nons d'envisager les lermes dans lesquels n esl positif; sup- 
posons, au contraire, n negalif; en appliqu.ant alors Tidentite (6) dans 
laquelle on fait 

a — q^n^ (j — e h ^ p — ?„, 

on a 

rTci^ — an . 7c(u' a,ri 
1^ P«' 



=-.[. 



7C ( .r -- g ) <• 

-^7-2''Pne'* ^ cot— ^ ( r — a — - 2wiK'). 
' 2K 



Si Ton pose 



\i'n'Kn.i f- ir(.r — a)i -ni-r a;i 



V/-H-«^«-»)[l 



il vient, pour la difference 9/,(^) — ^«(^)» I'expression 



ita / . 7C .!• I 



2K 

La determination la plus simple de Tentier p„ sera ici 

(1)') p/« = — ^^'^ 

ce qui donne 



TT.l'l 



(10') ^„{x)-g„(x) — l^e *"" '^ yf^^f^^'^cot-^ (x — a~2/ieK'), 

2 Iv 

expression identique a (10). Ainsi Ton pent, pourles valours positives 
et negatives de n, delerminer des polynomes gn[^) de degres ztfji/i 

en cos^ et sin^? de telle maniere que la difference ^n[^) — gn[^) 
prenne la forme (10). On obtiendra, de cette fa^on, pour Tune des ^ 
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loiuiions satisfaisant a la queslion, la sfTic 



(!■>) 



- |X/I 



V A'^C' ^" K"^|i..|(i^l) cot ^ {.r — a — '^/ll K'), 



La t'onction Iranscendanle <[>(a?) a laquelle on est ainsi conduit se ren- 
contre, comme on pouvait le prevoir, dans le probleme de la decom- 
position des fonclions doublement periodiques de troisienie espece en 
elemcnls simples (*). Elle s'exprime aisement k Taide de la Iranscen- 
dnnto que j'ai designee par Xpl(<5c, 5) ot qui est definie par la serio 



"+■ * JJL /» 7: s i 



-/u.(of, :;)- ^V^ ^ (7l*«f«-»)C0l;^ (a — c — 2mK'). 



30 



Si, dans la serio (12), on faitX = e *" , /3 etant une constanle con- 
Ycnahlement cboisie, et si Ton y change n en — n, on voit que 

IT 

^ 4>( j^) - - Axp.(a + ?, ^ -+- ?). 

Uevenons maintenant a la function doublement periodique de troi- 
sieme espece F(a7) qui verifie les relations (1). Nous avons suppose que 
dans un parallelogramme des periodes elle admellait le pole ol avec le 
residu A; imaginons qu*clle ait, dans ce meme parallelogramme* 
n aulres poles simples a^, ag, ..., a,^ de residus A,, A2, ...• A;,. II 
resulte de ce qui precede que cette fonclion Y{x) ne differera de la 
somme 

— A7(jt(« -h P, ^ 4- ?) — A,Xji(ai -+- ?, .r 4- p) — . . . — A;,7^.(«« -h p, .r H- P) 



(0 Voir deux M6moires quo j'ai publics dans Ics Annalvs dc i'licoic Nornialc en 1884 
el 1 885. 
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que par une fonction enliere G(a?), 

— A,X{i(ai -I- ?, ^ 4- p) - . . .— A„Xpi(«« -+- P» ^ -+- P)- 

Comme chacunc dcs fonclions 

verifie les relations (i), ainsi que I'on s'en assurera facilemeni, il fiuil, 
pour que la fonction ¥{x) verifie ces relations, que la fonction en- 
liere G{x) les verifie egalement. Or il est facile d'avoir Texpression la 
plus generale d'une telle fonction G{x); c'est, comme Ton sait, une 
fonction lineaire homogene de jx fonctions speciales qui, d*apres la 
notation que j'ai employee dans mon premier Memoire (*), s'ecrironl 

on aura done 

oil il ne restera plus qu*k determiner les constantes K©, K|, ..., Kj^^, 
dans chaque exemple particulier. 

2. La resolution de ce memc probleme dans le cas oil Tentier [x qui 
figure dans les equations (i) est negatif ne presente aucune ditficulte; 
ce cas est celui oil la fonction F(a?) conlient dans son expression plus 
de fonctions 6 au denominateur qu'au numerateur. Si Ton suppose 
a = — V, Texpression du residu (3) relatif au pole 

devient, en laissant de cote le facteur A, 



vrtira* 



\ng K ^yv»(/i-i)^ 



{ ' ) Annnles de l*Ecole Normale, 1884, p. i38. 

Ann. (le Vtc, Xormale, 3*Serie. Tome U. — Mars i885. lO 



74 !"• APPELL. — FONCnONS DOUBLEMENT P^RIODIQUES DE TROISI^ME ESP£:CE 

et la serie des parties principales <p„{oc) 






W{x)=\'k^e ^ ^'"'^''-^Jcot-^Cvr — a — 2/itK') 



— bb" 



est absolument convergente. Si I'on fait encore ici 
on a 

On trouve alors, en supposant que F(^') ait les poles simples ac, 
a,, .. . , a,, (le residus A, A,, . . . , A;,, 

F(x) = \yy{x -h P, a -4- ?) 4- A,Xv(^ + p, a, 4- ?) +. . . H- A„Xv(*r -h ?, a„ 4- ?), 

sans ajouter (le/ohcliori entiere, coinme je I'ai monlre dans mon pre- 
mier .Memoire. 



SUR IJi: 



NOMBRE DES VARIATIONS DUN POLYNOME 

ENTIER EN x, 

DONT LES COEFFICIENTS DftPENDENT DUN PARAMfeTRE a, 



Par M. Desire ANDRE, 

VNCIEN ELBVE DE L*ECOLE NORIIALE SUPERfEUnE. 



1. Si Ton considcrc un poIyn6me/(^, a), ordonne par rapporl aux 
|)uissancos decroissanles de la variable x, el oii los coefficients des dif- 
ferenles puissances de celle variable soienl des fonclions entieres dii 
paramelre a, on s'apergoit immediatement que le nombre des varia- 
tions de ce polynomc depend de la valeur numerique de a, et qu'il pent 
varier lorsque celle valeur varie. L'objet du present Memoire est dr 
faire connaitre un precede simple pour determiner cc nombre de varia- 
tions lorsque a est donne, et pour suivre les cbangements qu'il eprouve 
lorsque a croil ou decroil d'une maniere continue. 

2. Nous examinons d'abord (Chap. I) le cas le plus facile, celui oil 
aucun des coefficients du polynome n'est, en a, d'un degrc superieur 
au premier. Nous monlrons que, poureludier le nombre des variations 
d'un pareil polynome, il suffit de construire une certaine ligne hrisce. 
el de voir comment celle ligne brisee est coupce par une cerlaine droiie, 
Le nombre des variations est donne alors, pour une valeur quelconquc 
de a, par un ibeoreme Ires net, do la plus grande simplicile. 

Nous appliquons (Chap. II) ce premier iheoreme a plusieursexemples. 
Dans Tun d'cux, nous eludions le produit de la mulliplicalion d'un 
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polynome enlier en x, a coefficients numeriques, par un binome de la 
forme aj'^-ha. II est evident qu'un lei produit appartient au cas facile 
que nous venons de considerer. 

Nous passons ensuite (Chap. Ill) au cas general, c'est-a-dire au cas 
ou, dans le polyn6me/(a?, a), les coefficients des differentes puissances 
de ojsont, en a, d'un degre quelconque. Nous monlrons qu'il convienl 
alors, pour etudier le nombre des variations du polynome donne, de 
conslruire, non plus une ligne brisee unique, mais un ensemble de 
lignes brisees, constituant une sorte de reseau. Ge rescau construit, on 
n'a plus qu'a voir de quelle facon il est coupe par une eertaine droite. 
On arrive ainsi a un theoreme tout a fait general qui, par suite, com- 
prend le iheoreme precedent, et qui n'est, dans son enonce, ni moins 
net, ni moins simple que re premier iheoreme. 

Pour bien faire comprendre noire iheoreme general, nous Tappli- 
quons (Chap. IV) a deux exemples. Tun oil il s'agil d'un poly- 
n6me/(a?,a) du sixieme degre en x et du troisieiifie en a, Taulre 011 
nous considerons le produit de la multiplication d'un polyndme enlier 
en x^ a coefficients numeriques, par le trinome x^ -\- ax -^ a}. Nous 
faisons remarquer ensuite que Texamen du reseau correspondant au 
polyndme quelconque/(a7, a) suggcre, relativement a ce polynome, les 
enonces de diffcrents theoremes. Nous n'en citons que deux, qui sonl 
pour ainsi dire evidents. 

On sail le role que jouent, dans la pluparl des theoremes sur les 
equations algebriques, les nombres de varialions de certains poly- 
ndmes ou de certaines suiles de polynomes. Nous deduisons (Chap. V) 
(le lout ce qui precede une regie pour Yabaissement de la lirnite de Des- 
cartes, louchant le nombre des racines positives d'une equation donnee. 
Cette regie, comme nous le faisons voir sur des exemples, est d'une 
application extremement commode; elle possede ce triple avantage : 
de n*exiger pour ainsi dire aucun calcul; de pouvoir elre variee par le 
choix d'un exposant arbitraire; de pouvoir enfin s'appliquer plusieurs 
fois de suite a la meme equation, en donnant, a chaque fois, un nouvel 
abaissement. 

3. Nous avons fait connaitre deja le principe et les premiers resul- 
tais du travail acluel dans une Note que notre illustre maitre, M. Her- 
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mile, a bien voulu presenter (* ) a rAcademie des Sciences. Nous avions 
anterieurement, dans deux Memoires inseres aux Annates scienti/ignes 
delEcole Normale superieure (*), ^tudie le nombre des variations que 
Ton perd ou que Ton gagiie en multipliant par a:=b a un polynome entier 
en X quelconque. Par son objel, le present Meinoire est, en apparency 
ibrt analogue a ccs Memoires anlerieurs; en reaiite, il s'en eloigne 
absolument par sa methode, et ne s'en rapproclie que (res peu par ses 
resullals. 

CHAPITRE PREMIER. 
£tude du cas particulier le plus simple. 

\. Dans toute Tetendue du present travail, nous designons par 
f[x^ a) un polynome quelconque, entier en x et en a, ordonne suivant 
les puissances decroissantes de a?, et, d'ailleurs, complet ou incomplet. 
Les coefficients des diverses puissances de ;r y sont evidemment des 
polynomes entiers en a. Dans ce premier Chapitre, nous considerons le 
cas particulier le plus simple, celui ou ces coefficients sont, par rapport 
a a, au plus du premier degre. 

Dans ce premier Chapitre, par consequent, ces coefTicients sont ou 
de simples constantes, ou des constantes mullipliees par a, ou des 
binomes de la forme Aa -f- B. Cette derniere forme pent etre regardee 
comme la forme generale. Elle comprend, en eflPet, les deux prece- 
dentes, si Ton convient que A et B designent des constantes dont une 
seule puisse etre egale a zero. 

5. Les signes des coefficients des differentes puissances de x, et, 
par consequent, les variations et permanences du polynome /(a:, a), 
dependent evidemment de la valeur de a. II s'agit de decouvrir un 
precede qui permettc de trouver le nombre de ces variations lorsque a 
prend une valeur donnee, et de suivre les cbangements que ce nombre 
eprouve lorsque Ton fait varier cette valeur. 

Afin de simplifier nos theoremes, et dans leurs enonces et dans leurs 



(1) Le 28 juillct 188 {. 

(*) Volume de i883, Supplement. 
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demonstrations, nous no ferons varier a que de o a 4- x , en d'aulres 
lermes, nous ne donnerons a celte indelerminee que des va!eurs y?05i- 
fives. Cette maniere de proceder suffit a lous les cas, car Tetude, pour 
les valeurs negalives dea, du nombredes varialionsdu poIyn6me/(j?,a) 
revient evidemment a Telude, pour les valeurs positives de a, du nombre 
des variations du polyn6me/(a7, — a). 

6. Celle derniere remarque s'etend a tout le present Memoire : nous 
n'y faisons jamais varier a que depuis o jusqu'a -h 00 . Encore devons- 
nous dire depuis o exclusivement, car les premieres valeurs que nous 
donnions a oc sont des valeurs positives, a la verite aussi petites que 
Ton veut, mais dont aucune n'est egale a zero. 

Ces premieres valeurs de a en sont les valeurs initiales. On voit imme- 
diatcment, sans aucun calcul, les signes que prennent, pour ces pre- 
mieres valeurs, tons les termes de noire polyndme. Ces signes formenl 
des variations et des permanences : ce sont les variations et les perma- 
nences initiales du polynome considere. 

7. Ainsi, nous connaissons immediatemenl le nombre des variations 
initiales du polynome /(a:, a). Restent a suivre les cliangemenls qu'e- 
prouve ce nombre lorsque Ton fait croitre a. 

Pour suivre ces changements, nous considerons, dans le poly- 
n6me /{x, a), les coefticienls des differentcs puissances de x. Nous 
pouvons, d'apres ce qui precede, les regarder tons comme des fonc- 
tions lineaires de a. Ces fonctions lineaires, egalees a zero, nous don- 
neront autant d'equalions du premier degre qu'il y a de coefficients; 
et chacune de ces equations aura sa racine ou nulle, ou infinie, ou 
negative, ou positive. 

8. Eludions d*abord le cas ou cette equation du premier degre a sa 
racine positive, et designons par a, la valeur de cette racine. Tant que 
a sera inferieur a a,, le coefficient correspondant gardera son signe 
initial; des que a depassera a|, ce coefficient prendra le signe con- 
traire. Si nous marquons, sur une ordonnee correspondant a ce coef- 
ficient, le gros point a, qui repond a cette racine, et si nous traQons 
rhorizontale j^= a, que nous nommerons d'ordinaire Vhorizontale a. 
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tant que cette horizontale passera au-dessous du gros point a,« le coef- 
ficient gardera son signe initial; des que celte horizontale passera 
au-dessus de ce gros point, ce coefficient prendra le signe contraire. 

9. Etudions a present le cas oil Tequation du premier degre n*a 
point sa nicine positive. Que cette racine soit alors nulle, infinie ou 
negative, il est evident que le coefficient correspondant gardera son 
signe initial pour toutcs les valours positives de a. Pour operer comme 
precedemment, nous marquerons un gros point sur Tordonnee corres- 
pondant a ce coefficient, a Tendroit ou cette ordonnee coupe une paral- 
lele a Taxe des abscisses, que nous supposons Iracee tres liaut et que 
nous appelons la droite de Vinfini. I/horizontale a passera toujours 
au-dessous de celte parallele et, par consequent, du gros point. Nous 
pourrons done dire, comme dans le cas precedent, que le coefficient 
considere garde son signe initial, tant que Thorizontale a passe au- 
dessous du gros point correspondant. 

10. Supposons qu*on ait trace toutes les ordonnees correspondant 
aux diflerents coefficients du polyuome, et que, sur chacune d'elles, on 
ait marque, a distance finie ou intinie, le gros point dont on a parle. 
Considerons deux conseculives de ces ordonnees, et joignons-en les 
deux gros points par un trait, plein si, a Tinstant initial, les deux coef- 
ficients correspondanls presentent une permanence, ponctue si, a ce 
meme instant, ils presentent une variation. 

Lorsque Thorizontale a passe au-dessous des deux gros points, 
chacun des deux coefficients garde son signe initial, la permanence ou 
variation initiale se conserve. Lorsque Thorizontale a passe au-dessus 
des deux gros points, les deux signes initiaux sont remplaces par les 
signes contraircs, mais on pent dire encore, et bien qu'elle change 
d'aspect, que la permanence ou variation initiale se conserve. Dans 
ces deux cas, le polynome donne ne perd ni ne gagne, a cet endroit, 
aucune variation; et Ton pent remarquer que Thorizontale a ne ren- 
contre pas le trait qui joint les deux gros points. 

Si rhorizontale a passe entre les deux gros points, Tun des signes 
initiaux se conserve, tandis que Tautre est remplace par le signe con- 
traire; la permanence ou variation initiale se change en variation ou en 
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sauces cic x sonl des fonctions de a, doDt aucune ne change plus d*une 
f'ois de signe, lorsque a ci oit dc o a -i- ac . 

Quanl a I'enonce qui precede, c'est en quelque sorte un enonce 
graphique. Cost a celte circonslance qu'il est redevable de sa simpli- 
cite el de sa ncUele Get enonce, d'ailleurs, se rapporte au cas general, 
c'est-a-dire au cas oil Tliorizontale a ne rencontre aucun des gros 
points. Dans le cas exceptionnel oil le contraire aurait lieu, Texamen 
du Tableau, comme on le verra sur les exemples, suffirait pour lever 
loutes les difficulles. 

CHAPITRE II. 

Applications du premier th^orSme. 

14J. Prenons, pour premier exemple, le polynome 



X 



X^ I 


^«H-3 


x^ — 2 


^*+8 


4-a 


— a 


-f-a 


H-a 



X -\-^ 



Si nous en construisons la ligne brisee representative, nous Tormons 
le Tableau suivant : 



30 




D'abord, pour les valeurs tres petites de a, nous constatons, sur ce 
Tableau, que le polynome donne a 4 variations. C'est le nombre des 
variations initiales; il est juste egal au nombre des traits ponctues que 
la ligne brisee nous presente. 

Supposons qu'on nous deinande le nombre des variations que pos- 
sede le polynome donne lorsque a est egal a 4- Evidemment alors Tho- 
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rizontalc a coupe deux trails poDctues. Done, d'apres noire theoreme, 
le nombre des variations est egal a 4 -- ^> c'esf-a-dire a 2. 

Lorsque a est egal a 4» rhorizontalo a ne passe par aucun gros point. 
Si nous donnons ^ a la valeur 3, celte horizontale passe par Tun des 
gros points, et elle coupe deux traits ponclues. Au point qu'elle ren- 
contre, le Tableau monlre qu'il se perd deux variations. Done, lorsque 
a est egal a 3, le nombre des variations du polyndme est egal a 
4 — 2 — 2, c'est-a-dire a zero. 

14. Ainsi, par Texamen seul de noire Tableau, nous voyons, comme 
nous Tavions annonce (n^ 12), ce qui arrive dans les cas exceptionnels 
oil I'horizontale a passe par un ou plusicurs des sommels de noire ligne 
brisee. Dans les cas generaux ou elle ne passe par aucun d'eux, nous 
n'avons qu'a appliquer lilleralement noire theoreme. II nous suffit de 
considerer Fhorizontale a, en la faisant mouvoir s'il est necessaire, 
pour resoudre, sans aucune peine, les quatre problemes suivants : 

1° Quels changements ^prouve le nombre des variations du polyndme 
donne lorsque a varie c^e o a -h oo ? 

2^ Comhien ce polyndme presente-t-il de variations lorsque a a une 
valeur positive determinee? 

Z^ Entre quelles limites la valeur de a doit-elle itre comprise pour que 
ce polyndme ait un nombre donne de variations? 

[\^ Entre quelles limites la valeur de a doit-elle itre comprise pour que 
ce polyndme ait le plus grand ou le plus petit nombre possible de varia- 
tions? 

15. Comme seconde application de noire theoreme I, nous pouvons 
considerer le produit du polynome 



;r"^4-^.6 _ 2x'^— 3.r^-h.r^4- x*— 5j 



1 1 



par le binome x^ -f- a. 

Ce produit evidemmenl est un polynome entier en x et en a, du 
genre de ceux que nous consideroos presentement. Si nous en con- 
struisons la ligne brisee, puis que, sur le Tableau forme, nous fassions 
monler Thorizontale a de o a 4- » , nous oblenons une suite de reaul- 
tals qui peuvent se resumer ainsi : pour toules les valours de a inFe- 



/ 
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rieures a ^ ou superieures a 5, le produit considere presenle irois varia- 
tions; il n'en presente qu'une, lorsque a est soit egal a ^, soit egal 
a 5, soit compris entre ^ et 5. 

16. Lc produit que nous venons d'eludier n'est qu'un cas tres parli- 
cutier du produit qu'on obtient en multipliant un polynome enlier en x 
quelcouquc par le binome a/'-ha. Notre theoreme I s'applique evi- 
demment a tous les produits de cette sorte. Quand on ne considere 
qu'eux seuls, .on pent remplacer Tenonce graphique de ce theorfeme 
par un enonce analytique, fonde sur la consideration de certains 
groupes, elevateurs ou abaisseurs, de 4 coefficients chacun. Mais, 
comme cet enonce analylique n'est qu'un enonce parliculier et incom- 
mode, nous ne lc donnerons point. 

CHAPITRE III. 
£tude du cas gSn^ral. 

17. Dans lout ce qui precede, nous avons suppose le polyn6me/(a;, a) 
du premier degre seulement en a. Nous supposons maintenant que ce 
polynome soit de degre quelconque par rapport a ce parametre, c'est- 
a-dire que, dans ce polynome, ordonne par rapport aux puissances 
decroissantes de a?, le coefficient de chaque puissance de x soit un 
polynome entier en a et de degre quelconque. 

18. Ces coefficients, egales separcment a zero, nous donnent cliacun 
une equation algebrique, dont les racines reelles peuvent etre nulles, 
ou infinies, ou negatives, ou positives. Nous nous attachons principa- 
lement aux racines reelles et positives; nous supposons que celui 
des coefficients qui en a le plus de cette espece en ait un nombre 
egal a m; et nous supposons, en outre, que ces m racines soient dis- 
tinctes. 

Etant tracee Tordonnee correspondant a ce coefficient et marques 
sur elle les m gros points repondant a ces m racines, il est evident que, 
tant que Thorizontale a passera au-dessous de tous ces gros points, le 
coefficient considere gardera son signe initial, c'est-h-dire le signe 
evident qu'il possede lorsque a est positif et tres voisin de zero; il est 
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evident aussi que ce coefficient changcra de signe, cliaque fois que 
rhorizontale a, supposee animee d'un mouvemcnt ascensionnel, depas- 
sera Tun de ces m gros points. 

Par suite, le coefficient considere aura son signe initial, toutes les 
fois que Thorizontale a laissera, au-dessous d'ellc, un nombre pair de 
gros points; et aura le signe confraire, toutes les fois qu'elle en laissera 
un nombre impair. 

19. Considerons maintenant un autre coefficient du polyndme/(a?, a), 
el supposons qu'il ait moins de m racines positives. Nous marquerons 
sur son ordonnee, a distances finies, les gros points correspondant a 
ses m' racines; puis, a la rencontre de cette ordonnee avec la droite 
de Tinfini, un gros point supplementairq qui correspondra a lui seul 
aux m — m' racines positives que le coefficient devrail avoir encore 
pour posseder m racines positives. Nous pourrons repeter alors, pour 
ce coefficient, ce que nous avons dit pour le precedent : il aura son 
signe initial ou le s\^HQ contraire, suivant que Thorizontaie a laissera 
au-dessous d'elle, sur Tordonnee de ce coefficient, des gros points en 
nombre pair ou impair. 

20. Supposons que Toperation que nous venons de faire (n''* 18 
et 19) sur deux coefficients ait ete effectuee sur tous; et, dans le Ta- 
bleau forme, considerons, en particulier, deux ordonnees consecutives/ 
Nous pouvons, en allant de bas en haut sur cbaque ordonnee, joindre, 
par un trait, le premier gros point de Tordonnee de gauche au premier 
gros point de Fordonnee de droite; puis, par un deuxieme trait, le 
deuxieme gros point de gauche au deuxieme de droite; et ainsi de 
suite, en prenant soin, d'ailleurs, de tracer des traits lous pleins ou 
tous ponctuis, suivant que les coefficients correspondant a nos deux 
ordonnees presentent, a Tinslant initial, whq permanence ou une varia- 
tion. 

21. Lorsque Thorizontaie a traverse Tensemble de nos deux ordon- 
nees consecutives et des trails compris entre elles, il pent ^videmment 
se presenter trois cas : ou bien, cnire ces deux ordonnees, cette hori- 
zontale ne coupe aucun trait; ou bien elle en coupe un nombre pair; 
ou bien elle en coupe un nombre impair. 
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Si elle ne rencontre aucun trait, c'est qu'elle laisse sur chaque 
ordonnee le meme nombre de gros points au-dessous d'elle; par suite, 
que les coefficients correspondants ont, tous les deux, leurs signes 
initiaux ou, tous les deux, les signes contraires : la permanence ou 
variation initiale n*est point changee. 

Si riiorizontale a coupe un nombre pair de traits, il en est encore de 
meme; la permanence ou variation initiale est conservee, car, sur les 
deux ordonnees, les nombres de gros points que Thorizontale laisse 
au-dessous d'elle sont tous les deux pairs ou tous les deux impairs. 

Si rhorizontale a coupe un nombre impair de traits, c'est que, sur 
nos deux ordonnees, les nombres de gros points que cette horizontale 
laisse au-dessous d'elle ont une difference impaire; partant, que Tun 
de ces nombres est pair et Tautre impair; partani, que Tun des coeffi- 
cients conserve son signe initial, tandis que I'autre prend le signe con- 
traire. II s'ensuit que, s'il y avait permanence initiale, cette perma- 
nence se change en variation; et inversement que, s'il y avait variation 
initiale, cette variation se change en permanence. 

22. Les memes faits se reproduisent dans toute I'etendue de notre 
Tableau. Si done, pour abrcger, nous designons par I'expression de 
systeme de traits I'ensemble des traits compris entre deux ordonnees 
consecutivcs el coupes par I'horizontale a, et que nous appelions sys- 
teme impair tout systeme compose d'un nombre impair de traits, nous 
pouvons enoncer le theoreme suivant : 

TheorLme II. — itant donne le polyndme entierf[xy a), ordonne par 
rapport aux puissances decroissantes de a;, et de degre quelconque en x 
et en a, le nombre des variations de ce polyndme est juste egal au nombre 
des variations initiales, plus le nombre des systemes impairs de traits pleins 
coupes par rhorizontale a, moins le nombre des systemes impairs de traits 
ponctues coupes par la mSme horizontale. 

23. Ce theoreme est tout a fait general. II comprend no(re theo- 
reme I comme cas particulier, puisqu'un simple trait est un systeme 
impair. Son enonce, comme celui du theoreme I, est en quelque sorte 
un enonce graphique. II se rapporte^ d'ailleurs, au cas general oil I'ho- 
rizontale OL ne passe par aucun des gros points du Tableau : dans le cas 
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exceptioDnel oil elle passerait par un ou plusieurs de ces points, on 
verrait immediatement, sur le Tableau meme, si» en ces divers points, 
quelque variation est perdue ou gagnee. 

24. Dans la construction de notre Tableau, nous avons suppose 
simples toutes les racines positives que nous avons considerees. Pour 
completer nos indications, nous avons a dire ce qu'il faut faire lors- 
qu'on rencontre une racine positive multiple. 

Si le degre de multiplicile de cette racine est impair, on traite la 
racine absolument comme une racine simple, marquant un gros point, 
a la hauteur convenable, sur Tordonnee correspondante, puis joignant 
ce gros point, par un trait plein ou ponctue, au gros point de meme 
rang, a parlir du bas, de Tordonnee precedente, et au gros point de 
meme rang de I'ordonnee suivante. 

Si le degre dc multiplicite est pair, on marque sur I'ordonnee cor- 
respondante, a la hauteur indiquee par la valeur de la racine^ non 
plus un gros point, mais un signe quelconque, par exemple une croix« 
et on laisse cette croix isolee, sans la joindre a quoi que ce soil par 
aucun trait. Lorsque Thorizontale a ne passe pas par cette croix, on 
fait abstraction de ce signe. Lorsque cette horizontale y passe» le coef- 
ficient correspondant s'annule; et il faut voir, sur le Tableau, si la 
lacune qui se produit alors dans le polyuome fait perdre ou gagner 
quelque variation. 

CHAPITRE IV. 
Applications du th^or^me II. 

25. Pour donner une premiere application de notre theoreme II, 
considerons le polynome suivant, dont les coefficients sonl des poly- 
nomes entiers en a, la plupart d'un degre superieur au premier. 
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Dans ce polynome, ceux des coefficients qui ont le plus de racines 
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positives en oat truis. D'apres cc que nous avons (lit, nous tracerons 
autant d'ordonnees verticalcs equidistantes qu'il y a de coefficients. 
Sur cliacune d'elles, nous niarquerons les gros points representant les 
racines positives du coefficient correspoudant. Si ie nombre de ccs 
racines est inferieur a trois, nous marquons, en outre, a I'intersection 
de I'ordonnee consid^ree et de la droitc de I'intiui, un gros point repre- 
sentant toutes les racines positives qu'il faudrait adjoindre a celles 
qu'on a trouvees pour atteindre le nombre 3. Nous joignons ensuite. 
eu aitanl de gaucbc a droitc, par un trait plein ou ponctue, chaque 
gros point de chaque ordonnee au gros point de meme rang, a parlir 
du bas, de I'ordonnee suivanle, et nous obtenons de cctte fa^on Ie Ta- 
bleau que voici : 
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Nous voyons immediatemenl, sur ce Tableau, que le nombre des 
variations inltiales est egal a /\. Pour trouver le nombre des variations 
lorsque a est, parexemple, egal ii 6, nous menons rhorlzontalc/ = 6. 
Cette droite coupe quatre systemes impairs de traits ponctues, com- 
poses. Tun de trois traits et les autres d'un trait seulement cliacun; 
elle ne coupe aucun syst^me inipair de traits pleins. Si done nous appli- 
quons litteralemenl notre tlieoreme general, nous Irouvons, lorsque a 
est egal a 6, que le nombre des variations de notre polynome est egal 
a 4 H- o — 4, c'est-a-dire a zero. 

Considerons une autre valeur de x, la valeur 2 par exemple, pour 
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laquelle rhorizontale a passe par Tun des gpos points du Tableau. Cetle 
droite coupe un sysleme impair de trails pleins ct un sysleme impair 
de trails ponctu6s. Au gros point qu'elle rencontre, nous voyons, sur le 
Tableau meme, qu'il se perd 2 varialions. Done, lorsque a est egal a 2, 
le nombre des varialions de noire polyn6me est egal a 4 H- i — ' — 2, 
c'est-a-dire a 2. 

26. En faisant, sur le Tableau precedent, raouvoir, de bas en haul, 
I'horizontale a, depuis Taxe des abscisses jusqu'a la droite de l*infini, 
on pourrait suivre les changemenls qu'eprouve, lorsque ot croit, le 
nombre des varialions du polynome considere; et, par consequent, re- 
soudre sans aucune peine tons les problemes que nous avons enonces 
deja (n«14). 

27. Comme seconde application de noire theoreme II, nous pouvons 
considerer le produit du polynome x^ — ^x* -+- 2x* — [\x^ — Ga? -4- 88 
par le triuome o?^ 4- aa? -h ot^. Dans ce produit, les coefficienls des dif- 
ferenles puissances deo: seront des polynomes entiers en a?, en general 
du second degre. Si Ton coustruit le Tableau relalif a ce polynome, on 
voit que le nombre des variations iuiliales est 4; et si Ton trace sur ce 
Tableau rhorizontale j = 3,5, par exemple, on voit que cetle hori- 
zontale coupe un sysleme impair de trails pleins, et Irois systemes 
impairs de trails ponctues. II s'ensuit que, pour cetle valeur 3,5 de a, 
le nombre des variations du produit considere est egal a 4 -+- ' — 3, 
c'est-a-dire a 2. 

28. L'examen attentif des Tableaux que nous avons enseigne a con- 
struire nous conduit, tout naturellement, a plusieurs iheoremes nou- 
veaux. Nous ne donnerons que les deux suivants, qui sont pour ainsi 
dire evidenls, et qui reposent sur la consideration des racines positives 
des coefficients du polyn6me/(a7, a). 

TheouLme. — 5/ le polynome f[x, y.) possede v variations initiates, el 
si, parmi les racines positives de ses coefficients , les p plus petites, suppo- 
sees chacune d'un degre impair de multiplicite, appartiennent a des coef- 
ficients toiis differents, dont deux quelconques ne sont pas consecutifs et 
dont chacun est place entre deux variations initiales, on peut toujours 
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trouver des valeurs de a telles que, pour ces valeurs, lepolyndme considere 
conserve, au plus, v — ip variations. 

TnEORfeME. — Si le polyndme f[x,%) possede v variations initiales, et 
si, parmi les racines positives de ses coefficients, les p plus petites, suppo- 
sees chacune d'un degre impair de multiplicitd, appartiennent a des coef- 
ficients tous dijferents, dont deux quelconques ne sont pas consecutifs, et 
dont chacun est placd entre deux permanences initiales, on peut toujours 
trouver des valeurs de a telles que, pour ces valeurs, le polyndme considere 
prenne, au moins, v-h 2p variations, 

CHAPITRE V. 
Abaissement de la limite de Descartes. 

29. Descartes est le premier qui ait donne une limite superieiire du 
nombre des racines positives des equations algebriques. Cette limite 
repose sur la consideration des combinaisons de signes que nous nom- 
mons a present variations on permanences ; et cette consideration, qui 
nous parait entierement due a Descartes, est si intimcment liee au 
nombre des racines des equations algebriques, qu'elle se retrouve dans 
la plupart, peut-etre mcme dans la totalite, des theoremes connus 
aujourrPbui sur le nombre de ces racines. 

Ccst Tenonce de la limite dont nous parlous qui constitue ce qu'oii 
appelle, h volonte, le iheoreme ou la regie des signes de Descartes, tbeo- 
reme ou regie qui consiste en ceci : Le nombre des racines positives de 
r Equation algdbrique f[x) = o est, au plus, egal au nombre des varia- 
tions du polyndme f{x); et, s'il est inferieur a cette limite, cest d'un 
nombre pair. 

Le grand avantage de cette limite de Descartes c'est qu'elle s'obtient, 
sans aucun calcul, par Texamen seul du premier membre de Tequation 
donnee. Son inconvenient, c'est que, dans beaucoup de cas, le nombre 
qu'elle fournit est trop eleve. II serait utile de trouver, pour I'abaisser, 
quelque procede general et simple. . 

30. Considerons Tequalion de degre quelconque/(a7) = o, el, en 
meme temps, le produit /(a:)f (ar), dont le multiplicateur (f[X; n'a 
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aucune radiie positive. L'equation /( 07)9(0?) = o a evidemment les 
rnemes racines positives que Tequation proposee. Si done son premier 
mem\)re/{x)^{x) a moins de variations que n'en avait/(o7), c'est que 
le nombre ^ des variations de/(a;) etait une limite trop elevce ; on lui 
substiluera le nombre f^' des variations du pvo(\uit/{x)f{x). 

Par consequent, pour abaisser la limite de Descartes, il suffit de voir 
si Ton pent trouver un multiplicateur (p{oc), depourvu de racines posi- 
tives, et tel que le produxi /{x)(p{x) ait moins de variations que le 
mulliplicande/(a7). 

31. On pout evidemment chercber le multiplicateur 9(0?) parmi les 
polynomes de bien des sortes. Pour simplifier, nous le chercberons uni- 
quement parmi les binomes de la forme 0?'^-+- a, oil h designe un entier 
positif quelconque, et a un paramelre positif. Cela elant, notre regie 
pour Tabaissement de la limite de Descartes pourra s'enoncer ainsi : 

Regle. — Soit f[x) = o V equation donuee et v le nombre des varia- 
tions def[x). Pour abaisser la limile Vy on essayera d'abord le multipti- 
rateur o? -4- a, cest-a-dire qiCon cherchera quelles valeurs ilfaut donner 
a OL pour que le produit de /{x) par x -h a ait le nombre minimum de 
variations. Si ce nombre minimum v' est inferieur a ^, le nombre des 
racines positives de I' equation proposee est, au plus, egal a ^'; et, s'il est 
inferieur a cette limite, cest d'un nombre pair. 

Si la multiplication par x -^ oc ne permet pas d' abaisser la limite de 
Descartes, on essaye, par notre procede habituel^ la multiplication par 
x^ 4- a. Si celle-ci ne re'ussit point non plus, on essaye 0;' 4- a; et ainsi 
de suite. 

){2. Cost un fait digne de remarque, que la presenle regie, dans 
beaucoup de cas, pent s'appliqucr plusieurs fois de suite a la memo 
equation. Supposons, par exemple, que la multiplication par o?-ha 
reussisse, c'est-a-dire qu'il existe des valeurs de a, telles que a,, pour 
lesquelli'S ^' soit inferieur a ^. On effecluera la multiplication de/{x) 
par 0?-+- a,, ce qui nous donnera un produit F(o7) presentant s^' varia- 
tions. Rien ne nous empecbera d'appliquer notre regie a ce nouveau 
polynome F{x); et ainsi de suite. Dans le premier des exemples que 
nous allons donner, notre regie s'applique jusqu'a trois fois. 
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33. Comme premier example, considerons Tequation ayant pour 
premier membre le polynome 

x^ — x^ -^ ix^ — Sdj'-h 1 5 J?' — 5oa7 -h 3oo, 

qui presente 6 variations. D'apres le iheoreme de Descartes, celle 
equation a, au plus, 6 racines positives. 

Pour appliquer notre regie, essayons la multiplication par a? 4- a. En 
examinant la ligne brisee du polynome donne, nous conslatons qu'il 
suftit d'altribuer a a la valeur i, pour que le produit par a:-+-a n'ait 
plus que 4 variations. Ainsi, apres la premiere application de notre 
regie, nous savons que I'equation proposee a, au plus, 4 racines posi- 
tives. 

Multiplions le polynome donne par x-hi. Nous obtenons le poly- 
nome 

x' -h x^ — 3x^ -\- iOvT' — 35j:'-h 25oj? -+- 3oo. 

Sur ce nouveau polynome, essayons la multiplication par a? -^ a. Nous 
constatons, sur le Tableau correspondant a ce polynome, qu'il suffit, 
pour lui faire perdre deux variations, de donner a a la valeur 3. Apres 
avoir applique deux fois notre metbode, nous pouvons done aftirmer 
que I'equation proposee n'a pas plus de 2 racines positives. 

Afin de Tappliqucr une troisieme fois, efTecluons la multiplication 
par a? ■+■ 3 dont nous venons de parler. Nous obtenons, comme produit, 
le nouveau polynome 

J7*4- 3x'' -\- .r*4- x^ — 5x^-\- i45»r*-H io5ojc 4- 900, 

auquel nous constatons que la multiplication par a? + a fait encore 
perdre 2 variations, pour toutes les valeurs de a depuis 5 jusqu'a 29. 
Le produit par ^r-hG, par exemple, n'aurait done plus aucune varia- 
tion. Done, Tequation proposee n'a aucune racine positive. 

34. Nous prendrons, comme second exemple de Tapplication de 
notre regie, I'equation du neuvieme degre qui a pour premier membre 

j;9_l_^8_ 2J.7 — 5,r*-M6a:*-h 35j7* — ^*— 35x'-l- 6^ -h 3i5. 

En essayant la multiplication par ar -+- a, nous trouvons que, pour 
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aucune valeur de a, clle oe fait disparailre de variations. N'obtenant 
rien ainsi, nous sommes conduit a etudier la multiplication par x^ + «, 
el a constrnirc la ligne brisee qui, dans celte multiplication, correspond 
a notre polynome. Cette ligne nous montre que, dans cette multiplica- 
tion, il se perd 4 variations pour toutes les valeurs de oc comprises entre 
5 et 6. Or le polynome donne ne presentait que 4 variations. Done 
Tequation donnee ue possede aucune racine positive. 

35. La regie qui precede (n** 31), et dont nous venons de presenter 
deux exemples, nous parait la plus simple qu'on ait encore donnee, 
pour Tabaissement de la limite de Descartes. Ses avantages peuvent se 
resumer ainsi : elle ne necessite pour ainsi dire aucun calcul; elle pre- 
sente une indetermince h qui permet d^essayer successivement la mul- 
tiplication par plusieurs binomes; enfin, comme on I'a vu sur notre 
premier exemple, elle pent s'appliquer plusieurs fois a la meme equa- 
tion, en donnant, a chaquc fois, un nouvel abaissement. 



/ 



SUR UNE 



^ ^ 



GENERALISATION DE LA SERIE DE LAGRANGE, 



Par M. T.-J. STIELTJES. 



En posanl 

X=:a7-H-a5(X), 

la serie de Lagrange donne le developpement d'une fonclion quel 
ronque de X sous la forme 

/(X)=/(-)-^|;t^£:^ ^[/'(-)r(-)]. 



En prenani la derivee par rapport a x, et ecrivant/(X) au lieu de 
/'(X), on a aussi 

•'^ ^ dx ^ 1.2. . .m dx*^ Ly \ / T \ /j 



Sous eelte forme, la serie de Lagrange est susceptible d'une gene- 
ralisation elegante, donnee pour la premiere fois par M. Darhoux 
[Comptes rendiis de r Academic des Sciences, t. LXVIII). 

Supposonsque lesrvariables X, Y, Z, ... soientiieesaux variables a-, 
7, 5, ... en meme nombre par ies r equations 

X = J? 4- a © ( X, Y, Z, . . . ), 
(,j , Y = 74-6.MX,Y,Z,...), 

^ Z =5 4-cx(X,Y, Z, ...), 
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alors, /(X,Y, Z, ...) etanl une fonction quelconque, on a le develop- 
pement 



AX,Y,Z,...)x A 



« oe <r 



=vvv 



a'"^'"'c"*'. . . 



^ ^ ^ ' ' * I . 2 . . . /n . I . 2 . . . /?j' . I . 2 . . . /?«' 





X 



dx"' dy'"' dz"'\ . . 



OU 



A = 



rfX rfX t/X 



t/cT 


dy 


dz 


dY 


d\ 


dY 


dx 


dy 


dz 


dZ 
dx 


dv 


dL 
dz 



M. Darboux a doiine ce developpement dans le cas r= s?. 

Dans la demonstration suivante, je supposerai r = 3, mais elle s'ap- 
plique dans le cas general. 

Comme on le verra, le point principal consiste dans Tetablissement 
<les identites 



d 



^[A/(X,Y,Z)]=^[A/(X,Y,Z)cp(\,Y,Z)], 



(^) 



d 



d 



:^ [A/(X, Y, Z)] = ^ [A/( X, Y, Z) 4.(X, Y, Z)]. 



db 



d 



^ [A/(X,Y,Z)] = ^[A/(X,Y,Z)x(X,Y,Z)]. 



II suffira, d'ailleurs, de verifier la premiere de ces relations, le calcul 
elant lout a fail analogue pour les deux autros. 
Mais, en developpant cette relation, il vient 



^ da 






/ 



,d\ 
da 



d\ 
dx 



A 



.dY 
dx 



dZ\ 
•^^ di ) 



■' da 



+ J 



dx 
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en sorte qu'il s'agira d'etablir les formules 

d\ dX 

da * djc 

.... jdY dY 

da ^ dx 

dL _ dL 

da • dx 
el 

(4) f^^^ii^. 

da dx 

La (lifTerentialion de la premiere des formules (i) dunne 

((i-«<?x)^=<? + «?T^+</T^^, 
(o) < 

oi Ton ohiient de meme 



(6) 



et 



(7) 



. ., d\ , . ., . dY , ,, dZ 

, rfX , rfY , , ,«/Z 



Les equations (6) determinent les rapports -^ : -^- :^j les equa 

lions (7) les rapports ^ • ^ • ^* Or, les coefticients dans les sys- 
temes (G) el (7) etant les memes, on a 

t/X dY d7. rfX dY d7. 

-d^'-d^'Ta^Tu'-d^'di' 
Des lors les equations (5) metlenl en evidence les relations (3). 
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II resle a verifier la formule (4). On a 



/7a 

da 



^X d\ d\ 

dz 

dz 

M 

dx da dy dz 
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dxda 
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rfY 


dxda 
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d*Z 


dZ 



d\ d*\ d\ 



dx 

dY 
dx 

dZ 
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df da 

d'Y 
dyda 
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dy da 
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dz 

dY 
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dZ 
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dx 

dY 
dx 

M 

dx 



4- 



dy 

dY 

dy 
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dZ 

dy 

A.3. 



dz da 

d*'Y 
dzda 

dyL_ 
dz da 



Quant a A|, on a, a cause des relations (3), 



(8) 



A,= 



dx \ dx ) 

d_( dT\ 
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dX d\ 
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dx 
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11 vient ensuile 
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ou bien 



(9) 



A.=z 



flfX 

"^ dx 
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dY 
dx 

dZ^ 

dx dy dc 



d^X dX 
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(10) 
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Les equations (8), (9) ct (10) donnent de suite 



da dx 



A, -+- A,-f- A3= -.- =: —j , 



c'est-a-dire la formule (4). 

La premiere des equations (2) est ainsi etablie parfaitement, les 
deux autres s'obtiennent de la meme maniere. 

Par une application repetee de ces relations, on trouve de suite 

\ da'*' db"^ dc'*"' 

^"^ 1 ^ ^^^^-^^'[ A/(X, Y, Z) cp^(X, Y, Z) r'(X, Y, Z) yr(X, Y, Z)] 
' dx"' dy'" dz""' 

rtffi A"* /?"* 

Pour avoir le coefficient de -. = dans le deve- 

1 . 2 . . . m . 1 . 2 . . . m' . 1 . 2 . . . m 

loppement de A/(X, Y, Z), il suffit de supposer a = 6 = c = o, dans 
cette formule (11). Or, dans cette supposition, il vient 







d\ 
az 


rfY 

d^ °' 


d\ 


d\ 

dz ^' 


dJ. 


dZ 

-J- 0, 

dy 





done A = I ; de plus X = ^, Y = j, Z = s, en sorte que ce coefficient 
est egal a 



r/«4-/« -f-m 



^ur-'" cTr'"' dz"'' ' 

comme nous I'avons annonce. 

Je lerminerai par la remarque suivante. Dans le Tome 54 du Journal 
de Crelle, M. Heine a deduit la formule de Lagrange a Taide du calcul 
des variations. Cette demonstration peut elre generalisee facilcment, 
de maniere a obtenir la formule que nous venons de demontrer, le 

Ann, deVEc. Norm, Z* Serie. Tome II. — Mars i885. 1 3 
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determinant fonclionnel A s*introduisant alors rle la manierc la plus 
naturelie. Mais les formules (2) et la formule (11) qui s'en deduit 
immediatement paraissent assez remarquables en elles-memes : c'est ce 
qui nous a fait preferer la methode plus elementaire que nous venons 
de developper. 






SIJR UNE 



PROPOSITION DE M. HERMITE, 

Pau M. L. RAFFY, 

MAITRE DK CO.NFERKNCES A L\ FACULTE DES SCIENCES DE PARIS. 



Soil u une fonclion de s, liee a sa derivee U = ^ par uue equaiiou 

algebriqae/(M,'U) = o, oil n'entre pas z. 

MM. Briot et Bouquet ont fait connailre (*) les conditions neces- 
saires et suffisantes pour que la fonction u soit uniforme et les carac- 
teres distinctifs dcs trois espeecs d'integrales uniformes. D'autre part, 
M. Hermite a remarque (^) que, I'integrale etant uniforme, I'equalion 
y(w, U) = o ne pouvait elre que du genre zero ou un. J'ai donne (^) 
les conditions qu'il faul ajouter a celle-la pour que I'integrale soit 
doublement periodique, simplement periodique ou rationnelie. Jc me 
propose acluellement de deduire des conditions formulees par MM. Briot 
et Bouquet la proposition deM. Hermite. Je montrerai ensuite comment 
on pent eviter dans chaque cas particulier la determination du genre 
de I'equation /(a, U) = o. A la verite, j'ai donne (*) une methode 
generale pour trouver le genre d'une courbe algebrique, quelles que 
soient ses singular! tes; mais il y a avantage a pouvoir se dispenser de 
cetle recherche. Je terminerai en indiquant sommairement les moyens 



{^ ) Journal de i'Ecole Pol) technique, XXXVI* Cahicr; T/uforie des Fonctions cllip- 
tiques, a* ddilion, p. 38 1. 

(*^ Cours d* Analyse de V&cole Polytechnique (autographic), annee 1873; Proceedings' 
of the London mathematical Society ^ t. IV, 1873. 

(') Annales de I'^cole Normale, a' serie, t. XII, p. 186. 

(*) Ibid.y p. 1 56; Mathematische Annalcn^ t XXIII, 1884. 
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d'obtenir par des operations purement algebriques Texpression de la 
fonclion u quand on a reconnu qu'elle est uniTorme. 



I. 

Designons paryA(w) un polynome enlier en w, de degre au plus egal 
a 2k, et soit 



UVm-l(")-^lI//«-l(")-^/m(") = 



line equation algebrique entre une fonclion u et sa derivee U = -77- 

Je vais donner du genre/? de cetle equation une expression dont j'aurai 
h faire usage. 
Je partirai de la formule de Riemann 

2(/?H- w — 1) = Xi:(r— i)~N, 

dans iaquelle r designe le nombre des racines qui Torment Tun des 
systemes circulaires relatifs a un point critique de la fonclion U. La 
sommation indiquee s'etend : i^ a tons les systemes circulaires formes 
par les valeurs finies ou infinies que prend U en un point critique; 
2^ a tons les points critiques de la fonction U, qu*ils soienl silues a 
rinfini ou a distance finie. 

Occupons-nous d'abord des derniers. Soit 6, Tun des points oil plu- 
sieurs racines deviennent egales : les unes seront differentes de zero et 
fourniront a la sommc N une parlie M/; les autres seront nulles. Elles 
pourront etre par rapport a (w — bi) de degre inferieur, egal ou supe- 
rieur a Tunite. 

Soit r,y le nombre des racines U = o qui composent un systeme circu- 

laire de degre inferieur a I'unile; leur degre etantau plus egal a i * 

nous le represenlerons par ( i — ,.^' y Le produit de ces r,y racines 

est du degre r^ y i — ^—j:^) = {^ij — 1 — ^/y)* et la partie de la somme N 
qui provient de ce systeme est (r,y— i). 
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Soil Sij le nombre des racines U = o qui composent un sysleme cir- 
culaire de degre egal a Tunile : le produit des racines de ce sysleme est 
dii degre 5,y, el la partie correspondante de la somme N est {sij— i). 

Soil iij le nombre des racines U = o qui composent un sysleme cir- 

culaire de degre fi-f- ^^ j> superieur a Tunite : le produit des 

racines de ce systeme est du degre (//y-f- 1 4- /|y), et la partie corres- 
pondante de la somme N est (/,/— i). 

D'apres cela, le produit de toutes les racines U = o qui corres- 
pondent a u = bi est du degre 

Si bi est une racine d'ordre |3, de requation/„(M) = o, le produit des 
racines de I'equalion proposee F(a, U) = o est du degre de [u — i,)P', 
c'esl-a-dire du degre p, : on a done 

La partie N, de la somme N qui provienl du point critique 6, a pour 
expression 

/ / / 

Ajoutons membre a membre toutes les relations, lelles que (i), rela- 
tives aux points critiques 6|, et designons par |3 le degre du poly- 
n6me/„(w); il vient 



I J « / « y 



De meme, ajoutons membre a membre les diverses relations, lelles 
que (2), relatives aux divers points critiques bi\ il vient 

(4) ^N.^^M,-4-^^(r,y-l)-h^^(5,y-l)4-^^(^y-l). 
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Pour eludier les points critiques situes k Tinfini, posons m = -> et 
introduisons, a la place de U, la derivee V = ^; on a 

V 

Done, si, pour une valeur de w, r valeurs de V deviennent egales el 
forment un systeme circulaire, r valeurs de U deviendront aussi egales 
pour celle meme valeur de u et formeront un sysleme circulaire. Nous 
n'avons a considerer que les syslemes circulaires formes par les valeurs 
de V qui correspondent a 1/ = ao ou a p = o. lis sont determines par 
I'equalion 

Pour ^-=0, celle equation pent admellre des racines egales. A celles 
qui nc sonl pas nulles correspond une panic M' de la somme N. 

Quant aux racines V = o, soil rj le nombre de celles qui composent 

un des systemes circulaires de degre [i — - — r-^) inferieur a Tunite : 

leur produit est du degre r'jli — - — j^\ = {r'j— i — A}), et la parlie 

correspondante de la somme N est (/y— 1). 

Soil s'j le nombre des racines V = o qui composent un systeme circu- 
laire de degre egal a I'unite : le produit des racines de ce sysleme esi 
du degre s'j, et la parlie correspondanle de la somme N est (^y — 0- 

Soil t'j le nombre des racines V = o qui composent un systeme circu- 
laire de degre f i -h ^, ^ j supcrieur a I'unile : le produit de ces racines 

esl du degre {t'j-h 1 -h/)), et la parlie correspondanle de N esl (/}— i). 
D'apres cela, le produit de loules les racines V = o est du degre 

^(r;-i-/.;.)4-^^;+^(/;4-i4-/;). 

Ce degre etant egal a Tordrc de mulliplicite 2m — /3 de la racinc V = o 
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cines V = o de degre superieur a Tunite. Nous aurons 

i J ' / / / 

La formule (8) devient alors 

2(/> H- m — I) =y M/-+- y y ('"'V— -hV y */> — ^ -^y y ^o— ^ 

(0) { ' ' ' ' ' ' ' "^ 

Ajoutant membre a membre Ics deux equations (7) el (9), le terme 
'2rn (lisparait, ainsi que plusieurs autres, et il reste 



2(/.-l)=:^M,-+-M'4-^^A,y-4-^yi} 



' / 






« / 



C'est la formule que nous avions en vue d'oblenir. 
Pour en dcduire la proposilion deM. Hermile, nous allons rappeler 
les conditions trouvees par MM. Briot et Bouquet. Les voici : 
Pour que Tequation irreductible 

admette une integrale uniforme, il faut et il suffit : 

i" Que les coefficienls/,(w),/2(a), ...,/„(w) soient des polynomes 
entiers, et, au plus, le premier du second degre, le second du qua- 
trieme degre, . . . , le dernier du degre 2m; 

^® Que chaque racine de requation, lant qu'elle ne devient pas 
nulle, reslc uniforme par rapport a u; 

3** Que chaque racine nulle et d'un degre plus petit que Tunite soil 

du degre i y p etant le nombre des racines du systeme circulaire 

auquel elle appartient; 
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done, quand Tintegrale est uniforme, les racincs U = o et les ra- 
cines Y = o de degre egal a Tunite forment en tout deux svslenies 
circulaires, el deux seulemenl ('). 

Deuxieme cas : g = <j' = o. — La formule (ii) devient 

II est impossible que t et t' soient tous deux difTerents de zero; car, si 
cela ctait, les deux premiers termes du second membre subsisteraient; 
par suite, ce second membre serait superieur ou egal a 4* 

Soit done, par exemple, t'=o. Le lerme l{i-^fj) disparail : il 
vient 

cc qui exige t = i et /iy=o. L'hypothese t = o donnerait t'= i el 

tj= o. 

Ainsi, quand Tintegrale est uniforme, il n*y a qu'un seul svsteme 
eireulaire de racines U = o ou un seul sysleme de racines V= o qui 
soient de degre superieur a Tunite ('); et, si ce svsteme comprcnd 

/ racincs, elles sont du degre i -H j ('). 



II. 

Nous aliens maintenant revenir a la formule generate (lo) pour la 
comparer successivement avec Irois theoremes que nous avons etablis 
dans noire travail deja cile (p. 181-186). Pour la definition des para- 
metres c et c^ ct les trois formes de requation/(a, U) = o, nous ren- 
voyons au premier Cbapitre de ce Memoire. 

TiiEORfeME I. — Pour que Vintegrale d'une equation differentielle alge- 



(^>) T/u'hrie cU's Fonctions elUptiqueSy p. 40a, Remarque. 

(») Ibid. 

(») Ibid,, p. 385-38C. 
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brique F(w, U) = o soit uni/orme et doublement piriodique, il faut et il 
sujfit : i^ que les paramelres c et c^ soient tous mils; i^ que I' equation 
proposee soit du genre un. 

THEORjfcME II. — Pour que r integrate soit rati onnelle, il faut et il sufjit 
que I equation F(i/, U) = o verifie les conditions suivantes : \^ un au 
moins des parametres c et c^ est injini; aucun d'eux nest fini et dif- 
ferent de zero ; i^ une seule valeur de u verifie a la fois les deux equa- 
tions p = Qo e/ ^ = •» ; 3^ sicette solution est u=^ b^ les p valeurs de U 

qui deviennent nulles avec u — b et sont d'un degre superieur a r unite 
for men t un seul systeme circulaire; leur developpement commence par un 

terme en [u — b) f" et ne contient pas de terme en [u — b) ^. S* cette 
solution est - =^ V = o, les p valeurs de V qui deviennent nulles avec v et 
sont d'un degre superieur a V unite forment un seul systeme circulaire; 

leur developpement commence par un terme en v ^ et ne contient pas de 

terme en v ^ ; 4** V equation ¥{u^ []) = o est du genre ziiro. 

Theor^me III. — Pour que Vintegrale soit uniforme et simplement p4rio' 
dique, ilfaut et il suffit que V equation F(w, U) = o verifie les conditions 
suivantes : i° aucun des parametres c et c\ nest infini; les valeurs de U 
qui deviennent nulles pour des valeurs finies de u et sont de degre egal a 
I' unite, ainsi que celles de V qui deviennent nulles pour v = o et sont de 
degre egal a V unite, forment en tout deux systemes circulaires; 2*^ V equa- 
tion F(m, U) = o est du genre zero, 

Dans le cas oil les parametres c el c^ sont tous nuls, que faul-il pour 
que Tequation proposee soit du genre un? Par hvpothesc, il n'y a pas 
de racine U = o ou V = o qui soit d'un degre superieur a Tunile. Done 
<7 = Gr' = T = T' = o. Par suite, les lermes 22(i -h //y) et 1[\ -\- /y)-dis- 
paraissent. La formule (lo) devient 



o=yM,-+-M'-4-yy/i,v-+-yA;. 



I I 



On en conclut Mv=M'=o et hij= h'j= o. Done d*abord toutes les 
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racines multiples differentes de zero sonl uniformes aux environs des 
points critiques; en outre, (oule racine nulle est de degre i —^ si 

elle appartienl a un systeme compose de r^j racines. 

Dans le cas oil les parametres c et c'^ sont tous finis et n*ont que 
deux valours dislincles, il n'y a aucune racine d'ordre superieur a 
Tunite. DoncT = T — o; les deux termes mentionnes plus haul dispa- 
raissent encore. Enfin la somme (7 -+- or' est egale a 2. 

Que faut-il pour que Ic genre soit zero? La formule (10) se reduit 
dans le cas present a 



Oi=yM,-|-M'-Hy V/z/yH-V/*;. 



I I 



On en lire ies memes conclusions que precedemment. 

Su|)posons enfin qu'aucun des parametres c et c^ n'est differenl de 
zero, qu'un seul d'entre eux est infini, et que les / racines nulles 

Torment un systeme circulaire unique du degre i -h t> c'est-a-dire que 

T -h T est egal a i et que 7 et 7' sont nuls. 

Que faut-il pour que le genre soit egal a zero? 

Supposons d'abord t = i, t == o. Le terme l{i -h hj) disparait; le 
terme H[\ -^ lij) se reduit a Tunite, et il vient 



or=^M,-h\r-f-^^/^,4-^/05 



d'oii les memes conclusions que precedemment. On les relrouverait 
encore en supposanl t = o et t' = i . 

En resume, quand une equationy(w, U) = o de Tespece consideree 
verifie, abstraction faite de son genre, les conditions de nos trois 
ihearemes, la condition relative au genre revient dans tous les cas aux 
suivants : 

I** Chaque racine U, lant qu'elle ne devient pas nulle, est une fonc- 
lion unilbrme de w; 

2" Chaque racine nulle et d'un degre inferieur a Tunite est du 

degre i > si elle fait parlie d*un systeme circulaire de p racines; 
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3° L'equalion lransformee/[-j — li) ~^ presenle pour ^= o les 

memes caracteres. 

On peut verifier ces conditions pal* de simples divisions et elimina- 
tions, ainsi que je Tai montre anterieurement. Je vais indiquer nn nou- 
veau moyen, plus simple, de reconnaitre que les racines U et V (pour 
(; = o) reslent uniformes, lant qu'elles ne s'annulent pas. Je ferai usage 
de quelques lemmes qu'il suffira d^enoncer a raison de leur evidence 
immediate. « 

Lemme I. — Etanl donnee une fonction algebi ique y qui admet n deter- 
minalions pour chaque valeur de la variable x, si au point x = o plusieurs 
de ces determinations deviennent egales, pour quelles soient aux environs 
de Vorigine des fonctions uniformes de x, ilfaut et il sufjit que celles des 
differences y^ — yi qui deviennent nulles pour a? = o soient toutes de degre 
entier par rapport a x. 

Lemme II. — S/, au point x =^o, I une des determinations yf^ dey dev^ent 
nulle, les n — I differences deviennent infinies en ce point, 

yk Yn 

II n'y a d'exception que si la difference y„—VA est nulle elle-meme 
avec X, et si son degre est au moins double du degre commun de j^ el 

Lemme III. — Si pour x =^ o plusieurs determinations de y deviennent 
egales, les unes etant nulles , les autres differentes de zero, pour que ces der- 
nieres soient aux environs de I'origine des fonctions uniformes de x, il 
faut el ilsuffit [sous reserve du cas d'exception) que celles des differences 

qui deviennent nulles pour x = o soient toutes de degre entier par 

rapport a x. 

Cette proposition est une consequence des deux precedenles. 

Lemme IV. — - Etant donnee une equation algebrique irreductible 
f{oo, y) = o, si pour x = o plusieurs determinations de y deviennent 

nulles, et sont du mime degre - {q etant premier avec p), si de plus eltes 

r 

se distribuent en systemes circulaires composes chacun de p racines, leurs 
developpements en serie different des le premier terme. 
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En effel, ayant pose x = x''',y=^ tx'', requalion/(a7''', /j?'^) = o se 
reduit pour x'=^o a nne equation en / dont toutcs les racines sonl 
simples; ear, si deux d'entre elles etaient egales, les racines ne seraient 
separees que par une approximation ulterieure, et l*un au moins des 
syslemes circulaires qu*elles formeraient se composerait de racines en 
nombre egal non a/?, mais a un multiple de/?. 

Cela pose, on formera Tequalion dont les racines w sont les diffe- 
rences yj ij- des inverses des racines ^e {'equation proposee. Soil 

y ((V, u) = o cette equation, et ^{u) Tensemble de ses termes indepen- 
dants de (v. II suflit evidemmenl d'effectuer un certain nombre de divi- 
sions algebriques pour former les polygones de Newton relatifs aux 
diverscs racines (r qui deviennent nulles avcc le polynome ^[u)^ et par 
suite pour trouver leurs degres. 

Soitw = 6une racine de +(w). Si pour u^=h Tequation proposee 

n'admet pas de racines U egales a zero, les valeurs |t-> ^r sont assimi- 

lables aux racines j;t,j/ considerees dans le lemme I. Pour que toules 
les racines U reslent uniformes aux environs du point 6, il faut et il 
sulRt que les racines w nulles avec (w— b) soient toutes de degre 
entier par rapport a (a — b). 

Si pour w = 6 Tequation proposee admet a la fois des racines mul- 
tiples differentes de zero et des racines nulles, nous supposerons 
d'abord que ccs racines ne soient pas d'un degre egal a Tunite. 

A deux racines nulles Ua. U/ de degre different, correspondent dans 
Tequation en (v des racines infinies (lemme II). Deux racines \}^, U/ 
nulles et de meme degre sont dans les conditions du lemme IV : leurs 
developpements different des le premier terme. Le cas d'excepiion du 
• lemme II se irouve ecarle. Le lemme IV est done applicable, on assimi- 
lant Ua et U/k v^et ay^. Ainsi il faut et il suffit que les racines (rnulles 
avec [u — b) soient toutes de degre entier. 

Supposons enfin que pour u = b Tequalion proposee admette des 
racines multiples differentes de zero, et des racines nulles, dont plu- 
sieurs pourront etre de degre egal a I'unite. Celles-ci ne peuvent, 
comme on sait, former plus de deux syslemes circulaires. Or on con- 
nait en fonction rationnelle des coefficients de Tequation proposee les 
deux valeurs de u telles que b. On pourra done separer les racines 
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nulles (le degre egal a l*unile et compter combien de couples de ces 
racines (Ua, U/) auronl une difference de degre superieur a 2. Soit n 
ce nombre. L'equation en w admeltra in racines nulles de degre frac- 
tionnaire, ni plus ni moins. Sauf ces in racines de degre fractionnaire, 
touies les racines nulles de Tequation en \v sont, d^apres ce qui pre- 
cede, de degre entier par rapport a (a— b). C'est la condition neces- 
saire et suilisanle pour que les racines U qui deviennent egales sans 
s*annuler au point m = 6 soient uniformes aux environs de ce point. 

Le cas d'exception que nous venons de traitor ue peul se presenter 
que si Tinlegrale, supposee uniforme, est simplement periodique. 

On n'aura qu*a repeter sur Tequation transformee les operations 
ci-dessus indiquees pour s'assurer que les racines V reslent uniformes 
aux environs du point f^ = o tant qu*elles ne s*annulent pas. 



III. 



Ayant reconnu que Tintegrale u est uniforme, voici comment on 
pourra I'obtenir. 

Dans un important Memoire (*) public recemment, M. Noelher a 
montre qu'on pent, par de simples operations algebriques et sans 
resoudre aucune equation de degre superieur a i, obtenir toutes les 
courbes adjoinlesd'une courbe donnee, quellesque soient ses singula- 
rites. Par suite, on saura exprimer en fonclion d'un parametre les coor- 
donnees de toute courbe de genre zero ou un. 

Si done la fonction // est rationnelle ou simplement periodique, 
•'equation /(a, U) = o etant alors du genre zero, on sera ramene a 
integrer une differentielle rationnelle (*). 

Si la fonclion u est doublement periodique, requation/(w, U) = o 
est du genre un : on aura 



( ' ) Uationalc Ansfuhrun^ dcr Opcrationen in dcr Thcurii' dcr cdgebralschen Fttnctio- 
nen { Mat/icinatlschc Annnlcn, t. WHI, 1884). 
(«) Vnir notre Memoire (l(^ji\ cil<N p. i45 el suiv. 
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R(/) representant un polynome entier du qualrieme degre, 

Pour achever, par des operations purernent algebriques, la solution 
de notre probleme, il convient d'introduire la fonclion p de M. Weier- 
strass, qui effectue Tinversion sans exiger la connaissance des racines 
de Tequation R(<) = o. Nous emploierons les formules que M. Halplien 
vient de publier dans le LTV® Cahier du Journal de I'Ecole Polytech- 
nique (p. 171-173). 

Designons par I, et I., les deux invariants de R(0> ^^ posons 

La fonclion j)^ de la variable ^ etant definie par I'equation 

et la constante -n par les deux relations eoncordantes 

r^' ^- — ,7ir-' P ^1 --^ 1], ' 

on aura, d*apres M. Halpben, 

"0 ^ }'-* — Pu 

ou, en rcmplacant p[c 4- vj) par sa valeur connue, 

, /urn - . T (^.P'^ — JZilliP^' — J^0 + i !>' 5 - A^.pS — A":i— .P'Sp'-^ 

Par suite, Tintegrale u sera exprimee en fonction de pc, et de p'^; or 
5 est une fonction lineaire de z. L'integration sera done effecluee, dans 
ce cas comme dans les precedents, sans qu'on ait eu a resoudre aucune 
equation algebrique. 
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CINQUIEME PARTIE. 

Les polynomes ll„,ns..,r peuvenl elrc compris dans une Tormule j^ene- 
rale. Soienl loujours 

\\ =1 nms. . . r, T =: nhn'^s^ . . . rT, 

A le nombre ties facteurs de R; C, D des nombres queiconqiics premiers 
entre eux. Designons par Pp,ii(U,V) le produil de facteurs represenles 
par U*^— \^, dans lesquels jui exprime successivemenl loutes les coni- 
binaisons ph p des X facteurs de R. Ainsi Ton a 

Pl,/.mr(U, V) — {[]"'n^ynm^lnr_ynr^lmr_ ymr^^ 

P,,n..;-(l',V) = (U«-V«)(U--V-)(U'--V), 
Po,«,«r(U,V) = lJ-V. 

Les polynomes Ilf^sont donnes par la formule suivanie : 

, . „ _ i\r(i:,V)...p».r(L',V)P,.r(U,V) 

^ ^ ''~P().-,).r(U,V)...1Vr(U,V)Po,r(1:,V)' 

Les indices X, X, 2, . . ., 3, i des facteurs du numeratcur sont de 

Jnn, de I'^c, Normale, 'y Serie. lome W — Avbil i885. l») 
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inemc parile, il en est de meme pour le denominatcur. Pour fixer les 
idoe^ j'ai suppose X impair, dc sorlc que les indices impairs sont au 
numerateur, et les indices pairs au denominateur. 

Lorsque T est impair dans les diviseurs H'T -f- f qui composenl n,i, 
on oblient de nouveaux polynomes dont ies diviseurs sonl toujours de 
meme forme, si Ton change V m — V dans la formule (i i). 

La demonstralion de celle proposition est analogue a celle qui a con- 
duit a cetle formule. Elle presente seulement quelques modificalions 
dans le cas oil T ne contient qu*un seul facleur /i'; cas qui a ele Tobjel 
de la premiere Parlie de ce Memoire. Je vais m'y arreter. 

On a demonire, dans celle premiere Parlie, que les diviseurs pre- 
miers de la function F«(U,V), c*esl-a-dire de 

dans laquelle U = €"'"', V= D"'", sont de la forme H'/i'-h 1. Je me 
propose d'etablir que le polynome U""* — U""^V-f-... — UV"---+- V""*, 
que je represente par F„(U, "~ V), a pour diviseurs premiers des nom • 
hrrs de meme forme H'/i'-h i. 

Je suppose 1) = 1 , (roii V = i ; le cas general, oil D aurait loute aulre 
valeur, s'en deduirail, comme on Pa vu dans la premiere Parlie. 

Soil/? un diviseur premier quelconque de F^(U, —V), il est de la 

forme II A^ -4- 1; je demonire d'abord queH estun multiple den. EnefleU 

on a 

F,i(U, — = (moil/?), U'»-M = o (mod/?). 

Celtederniere relalion s'obtienten mullipliantF„(U, — i) par U 4- i. 
U est une puissance n'*"*^^; soil a,„ le residu de U divise par/?, a desi- 
gnanl la base des residus, on a 

L^ = «//i (mod/^), a,n,^=p — \, 

Cetle valeur du residu a„^n se deduit de la relation U"-h 15=0 (mod/;). 
a,n ne pent elre le residu negalif — r, ou, en d'autrcs lermes, /?— 1, 
car F„(U, — 1)^0 (mod/?) donncrait /i=E5o(mod/?), ce qui est impos- 
sible. Ainsi Ton ne peut avoir /n=: -; a^n ne peul elre Punile, car, en 
relevant a la puissance n*^'"^, le residu a,,^, que Ton obtiendrail, serail 
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La derniere relalion se dcduit cle C"'-h i^o(mod/j). Le residu a,„c i ne 
pent elre le residu negatif — i, car, s'il etait — i, la relalion 

¥AC^"\-^) = o (mod/.) 

donnerait 

/i = o (mod/?), 

ce qui est impossible. Mais, si on I'eleve a la puissance /t'*"'"*, il conduit 

au residu — i , en vertu des «,„,_, = — i . Done a,,,*., est Tun des residus 

de la scrie 

«iiH-«ii ii-+-...4-rtn n=o (mod/y). 

r— r- + - = K/l-lj- 

Cetle serie fait partie des — series mentionnees a la premiere Parlie, 

qui comprenncnt tons les residus, et dans lesquels on fait r=n. Ccsl 
celle dont les lermes, eleves a la puissance /i**'*"*, donnent le residu — i . 
Kn effet, on a 



\ 2 /I n / t 



(modjy), an =—i. 

"^ ^" IJ-4-all 



II resulle de ce qui precede que Ton doit avoir 

/7,,,i-j=i rt,, ,1, V-t= 1 hell, 2.?/^'-'z=: H(i -h 2 a -h 2 6/*). 

S/I A 

En designant par ol un nomhre qui ne pent depasser n — \\ i + 2a 
ne peut etre divisible par /i, car la plus grande valeur de a elanl /i — 1 , 
celle de I -4- 2a est 2/1 — I . Done, si 14- 2a etait divisible par n, on 
aurait 

I -h 2a =: /I 

et, par suite, il viendrait 

1 

egalites qui n*ont pas lieu, car on a ctabli precedemment que a,„i-> ne 
peut etre le residu — i. Ainsi i -^ 2a n'est pas divisible par /i: il resulte 
done de regalilc 2^/1'"* = H(i H- 2a H- 22/1) que H est divisible par 
w'~*, et, par suite, que/; est de la forme \\n^-\- 1, ce qu'il fallait de- 
montrer. 
Nous avons suppose, dans ce qui precede, T impair, et nous venons 
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(le voir qu'en changeant V en — Vdans la formule (ii), on oblient 
encore des polynomes dont les diviseurs sont de la forme H'T-+- i. 

Quand T est pair, la formule ( 1 1 ) donne aussi des polyndmes donl les 
diviseurs sont de la forme H'T -+• i , mais en v introduisant une modifi- 
calion; R dans cetle formule ne devra pas comprendre lefacteur 2. 
Posons 

les nouveaux polynomes seront donnes par la formule suivanle : 

( „ _ P() .),R.(i:> - V). . .iVR.(i\ -V) iVr.(U. ~V) 
dr) "" iV .),H.(U,-V)...P,.H.(U,-V) 

Kn effet, comme R, esl impair, il resulte de ce qui precede que le 
second membre de la relation (12), et par consequent 11^, a pour divi- 
seurs des nombres de la forme H'/7i^5*. . .r^-h i. II reste a ctablir 
qu'ils sont aussi de la forme H'.^'-f-i : ils seront alors de la forme 
ir.9//nV ..r^-hi, in 4- I. 

De la relation (12) on deduit Tegalite 

UR. + V«.= LnR, 
en appelant L le multiplicateur de 11^, et en remarquant que 

Pa.-,).R.(U,-V) 

est egal h 

L est un polynome enlier, comme on le reconnaitra plus loin. 
Je pose 

on en deduit 

q-'-H D*;" est la fonction F;,(C;'"', D';'"') dans laquelle on a /e = 2; on 
a vu dans la premiere Partie que les diviseurs de celte fonction son! de 
la forme H'/i'-h i : done les diviseurs de C',"h- D^ ' sont de la forme 
H'.2'-+- 1. Comme la demonstration qui a ete donneese moditie pour le 
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cas particulier de n egal a 2, je vais enlrer dans quelques details a ee 
sujet. 

Je suppose D, = i : le cas oil D, aurait une valeiir quelconque s'en 

deduit: 

Soit/? un diviseiJP quelconque de C''"'-f- r; il est do la forme H.2 -+- i, 

comme tous les nombres premiers impairs, el ici je ne m'occupc pas 

du diviseur 2. On a 

CJ'-+i = o (mod^). 

H est divisible par 2; en effel, soil a^^ Ic residu du carre C*/~*, obtenu en 
divisant ce carre par/?, on a 

a„-M = o (mod/?). 

En verlu de C*'~'h- i^o(mod/?), a„ est done le residu negatif — i. 
On a vu, dans la premiere Parlie, comment les /? — 1 premiers nom- 
bres 1 , 2, ...,(/>— I ) se groupent en II series de n nombres cbacune, 
et telles que les puissances n**'™*^'* des n nombres d'une meme serie 
(lonnent lieu a un meme residu. Ici, pour w = q, chaque serie est com- 
posee de deux nombres dont la somme est/?, et ces deux nombres sent 
necessairement situes a egale distance des extremes de la suite 1,2,..., 
[p — i). L'une de ces series est done 1 -i- (/> — 1) =/?. Ellc est formee 
de deux residus, puisque Tunite est loujours residu, el (/? — 1) est le 
residu a^. Comme les deux termes de cette serie sont residus, il en 
resulte que H est divisible par 2, et, par suite, que p est de la forme 

H'.2^-M. 

Soit actuellement a, le residu que Ton obtient en divisant C^ par/>; 
on en deduit 

CJ = ^^ (mod/?), CJ'~'=a,.2t-i (mod/)), a,.,»-i = — i (mod/?). 

Celle derniere relation s'oblient en vertu de C^"'-+- 1^0 (mod/>); 
cis,^i^x est done le residu negatif — i , qui a pour expression /7„. On a 

done les inegalites suivantes : 

flr,.,i-ii=i a„, s,i^-'^=L 1- ell, 5.2'-*= H(i 4- 2e). 
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Comine i + 2£ est impair, il rcsulte de ces egalites que il est divisible 
par 2^~\ el par suite que/? est de la forme H'.2'-t- i. 

Ainsi les diviseurs de C*'"' -h D*'"' sont de la forme H'. 2^ 4- i ; il en est 
doncde meme pourceux dell,pcn verlu dela relation C*'''-hD*'"= Lll^ 
indiquee plus haul. Les diviseurs de U^ dans la relation (12) sont donc- 
de la forme Il'T-t- r, ee qu'il fallait etablir. 

SIXIEME PARTIE. 

Je me propose de recherelier la composition des polynomes de la 
forme I]"—- V, dans lesquels on a 



j^j __ ^n«-«wi''-'*'-«...;T-i y ___ j^/it- 1 m*- »**-»... rT-« |{ :^ 
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Designons par X le nombre des faeleurs de R; Tegalile (i i) donne, en 
verlu deI^.R(U,V) = U'^-V^ 

f.U ^ .-u v.n_ l\x-.).R(U>V).»»lVK(L\V)LVH(U,V) „ 

^ '^^ ~ 1Va..),r(U.V)...1V(U,V) 

Si Ton considerc les cas de / = 2, R = nm; X = 3, R = nmr, on a 

'' ^ "IV«.,(U,V)"'"'" 

I\.«,;i(U,V):=(U«-V'')(U--V-). 

lVn..(U,V) = U-V; 
d'oii Ton deduit 

I nm Vi»//i— v^ ^ M^ M l [!«"'— V'"« -c If — \Mn n n 

li — > 

On a egalement 

P,.„«,r(lJ,V) 
IV«,,r(Li.V) = U-V, 

i>..«»,r(U,V) = (U - V)'n„n„,K,. 

\*,,n,nA I.', V ) --= ( U - V)' 11^ \IJ„ 11; II,„„ \l„r\\,„r, 

ce (|ui conduit ii 

ITn/nr V'"'"' — f I' VMI II II 11 II II II 
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Uepresentons d'une maniere generale par Pp:,Rll le produit de fac- 
teurs de la forme Op, oil I'indice p exprime successivement loules les 
combinaisons /x a jul des facteurs nms...r de R. On a ainsi, par 
exemple. 



'mr^ 



en adoptant cette notation, la valeur de U'"w — V'""'' peul s'ecrire 
comme il suit : 

La forme de ce developpement du polynome U*^ — V*^, oil R conlieni 
trois facteurs, se rctrouve quel que soil le nombre des facteurs de R : 
c'est ce que je vais etablir. 

Soit R = nms. . .r; X le nombre des facteurs de R. Je suppose qu'il 
ait ete demontre que cette forme de developpement s*applique a toute 
expression, telle que U^— V^, oil le nombre des facteurs de /x serait 
moindre que X; je demontre que U^ — V*, oil le nombre des facteurs 
de R est X, se compose de la meme maniere. Alors, comme la proposi- 
tion est vraie quand le nombre des facteurs de jj. est i, 2, 3, elle sera 
encore vraie pour quatre facteurs, pour cinq facteurs, et ainsi de suite. 

Pour obtenir les egalites qui suivent, je fais usage des nombres de 
combinaisons que donnent successivement X, X — i, X — 2, ... leltres, 
prises 2 a 2, 3 a 3, . . . . Je designe par i, X, X,, X^, . . . , Xj, X,, X, i les 
coefficients du binome (a-hS)^; pareillement par 1, a, a^, ..., rt,, a, i; 
par I , b, i, , . . . , A, , 6, I ; par i , c, c, , . . . , c, , c, 1 , .... ceux des 
binomes (a -h S)**, (a H- of, (a 4- S)^, .... Pour fixer les idees, je sup- 
pose X impair. On est conduit aux egalites suivantes : 

IVk(U,V) z.z(U-VV, 

|>,,h(U,V) =(U-V)MP..Rn)», 

P,.ii(U, V) = (U - V)>. (Pi.Rnr (P,.un)', 

^^,^ ! P3.u(t\V) =(U- v/.(P,,Rn)-.(iVHiiy' (P3,RnV, 

1 » 

P,).-3M.(U,V) = (U-V)>.(P,,Rn)''.(P,.„n)*.(P,,Rii)s 

P,>_„.„(U,V) = (U-V)^(P,.Rn)''.(P,,R^)^(P,.„^)^...(P,■,_,,,Rll)', 

»\>-i;,n(U,V) = (U-V)' (PlrII)" (P^.^D)* (P^.^H)- . . .(P,x. „.rII)« (PcX-,)..")' 

I,a siiile des exposanls de U — V est formee de coefticienls du bi- 
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nome (a -f- 6)^, si Ton exeeple le dernier coelfieient qui est Tunite. 
PareillementrenseinbledescxposanlsdePi.Rll, PorIT, Pj^rII, ... repre- 
senle respeclivemenl les coefficienls dcs hinomes (an-g)", (a-4-S)*, 
(a -h Sy, . ., moins les derniers coefficients. Si je remplace, dans Tex- 
pression du polynome U'^-V'^ donne par I'egalile (i3), Po.r(U.V), 
Pi.r(U, V), .. . par leurs valeurs deduites des egaliles (i4), on reconnait 
(|ne, dans le developpemenl de U*^ — V^ainsi obtenu, U — V, PirH, 
P^rII, PsrIT, ... ont pespeclivcment pour exposants 

A - - A, -f- Aj ...).,- A -HI, a - ai-\- ai~[-. , .~\- fi — i » 
— bx-'r- h^ — ... — h-\-\y c r, -H c'j-h. . .-h <• — i, ... 

Danslesdifferenlsbin6mes(a — S)^, (a — ^y, [a, — S;^, (a — Sy, ... 
je (ais a = S = I ; ces binomes deviennent nuls et conduisent aux ega- 
lilessuivantes, en remarquantque X, h, ... sent impairs, et que a, c, ... 
sent pairs : 

1 ^=: ). — A , f- X2 — ... — A 4- F . r =z /^/ - </, -f- . . . H- rif — I , 

I =-: ^ - -^j — . . . — ^ -h I , I z.: C — C'l -}-.., -\- C — T , . . . ; 

les seconds menibres sont les exposants de U —V, Pi^rII, P2.Rn, 

Done ces exposants sont Tunite, e( Ton obtient ainsi 

(15) U'*-V«==:(U-V)(P,.„n)(P,,Rn)...(l>,x ,),Rn)(Px,RU). 

Telle est la forme generale du developpemenl dc U** — V". 

Dans ce developpemenl, les diviseurs de PirII, P-iRll. . .. Px.rH sont 
respeclivemenl, comme il a etc dil, de la forme 

ir/.'//j"5^. ../v-f-i, irx-f-r. 

L'egalile (i3) donne un developpemenl analogue du polynome U*'-+-V", 
quand R est impair : il suffil d'y remplaccr V par -— V. Les memes rai- 
sonnemenls y conduisent. Ces raisonnemenls s'appliquent egalement a 
la relation (12), oil R, est impair. Dans Pegalile U'^'-hV**^ LTIr qui 
s'en deduil, LIIr presenle une composition pareille. 

j4nn. de VRc. Normale. 3« Serie. Tome II. — Avril iSJ'S. »0 
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SEPTIEME PARTIE. 

La suite des nombres premiers de la forme U'T+i esl illiinilee, 
quel que soit le nombre entier que T represente. 

Cette proposition a ete deja demontree par M. Genocchi d'une ma- 
niere differente. 

Si T est impair, il resulie des iheoremes exposes dans ce Memoire 
que les polynomes U^ — V*^, U'^-t-V'^ ont tous deux, parmi leurs divi- 
seurs, des diviseurs de la forme H'T-h i. 

SupposonsT pair, les polynomes U*^ — V^, U^'H-V*^' ont aussi neces- 
sairement des diviseurs de la forme H'T -t- 1; U*^' 4- V*' est donne par la 
formulc (12) qui a conduit a U"'4- V'= LITr. Dans celte formula, C 
el D sont quelconques, pourvu qu'ils soient premiers. Je puis done y 
remplacer C el D par C^ el D'S el, par suite, U el V par U^ el V^ ; la rela- 
tion U'^^-t-V'^'=L IlRprendra la forme If^ 4- V^^L'IIr, puisqueR=2R,. 
Ainsi, si T esl pair, les deux polynomes U*^— V^, U"*-*- V"^ ont encore 
des diviseurs de la forme H'T H- i . 

Cela pose, considerons les polynomes L"^— V^, U^-t- V*, dans lesquels 
R est pair ou impair; ils ne peuvent avoir que 2 pour facteur commun ; 
en effel, leur somme aU"^ et leur difference aV*^ n'ont que a pour divi- 
seur commun, puisque U et V sont premiers entre eux. Done les divi- 
seurs premiers de la forme H'T -f- 1 de U*^ ~ V*^ et U"^ 4- V^ sont differents 
entre eux. II en resulie que le produit (U^~ V^)( 11*^4- V^) ou, en 
d'aulres termes, (U^)"^— (V^)**, contient au moins deux diviseurs de la 
forme H'T-h i. 

Les deux polynomes (U*;^— (V^)*^, (U*)'^4- (V^)*^ ont, comme les 
precedents, des diviseurs do la forme H'T 4-1, puisque, d*apres les 
explicalions qui precedent, C et D peuvent elre remplaces par C*, D* 
dans 1)^4- V*^, sans alterer la forme de ses diviseurs. Le produii 
[;(U»)«-(V^)"][(U^)*^4-(V^f], c'est-Mire (U^'f-(V^'f a done au 
moins trois diviseurs de la forme H'T4-i, et ainsi de suite. Plus a, 
dans Texpression (U^*) — (V^*) , augmenlera, plus le nombre de ses 
diviseurs de la forme H'T 4-1 sera considerable, el, comme rien ne 
limite a, la suite des nombres H'T 4- i est aussi sans limiles. 
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SURFACES A GENMATRICE CIRCULAIRE, 



Par M. G. DEMARTRES, 
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PREMIERE PARTIE. 



I. 



1. Considerons un systeme invariable dont la position dans Tespace 
depended'un parametre unique /, et soil OXYZ un triedre trirectangle 
faisant partie de ce sysleme. Le plan XOY enveloppe une surface deve- • 
loppable el l*axe instanlane de rotalion relatir au point se trouve 
dans un meme plan avec OZ el la caracteristique du plan XOY. Sup- 
posons que OX ait ele pris parallele a celte caracteristique, on pourra 
passer d'une position du systeme a la position infiniment voisine par 
une translation egale et parallele au deplaceinent du point 0, suivie 
d*une rotation. Soient 

u dly i' dlf w dl 

les composantes du deplacement de suivant OX, OY, OZ; 

pdl^ r dl 

les rotations composantes autour de OX, OZ. 

Les coordonnees d'un point quelconque de Tespace par rapport a 
ces trois axes mobiles sont, en general, des fonctions de / et de deux 
autres variables y, i, dont depend le mouvement relatif du point; si 
Ton designe par dx^ dy, dz les differentiellos lolales de ces coordon- 
nees, par Jx, 5v. iz les accroissements qu'elles acquierenl relalivement 
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a un sysleme d*axrs fixes qui, avant le deplacenient, coincideraient 
avec Ics axes mobiles, on a 

i o.r — dx -»- ( // — ry) di, 

(i ) I o>- — dy -f- ( i* f- rx — pz ) di, 



' ^z -- dz 



{^y \-pj')dl. 



De nieme, si A, B, C designent les cosinus dirccteurs, relalivcment 

a OX, OY, OZ, d'une direction variable, suivant une loi quelconquc, 

on a 

1 o\=id\--rBdl, 

(-0 aB-z^/B I {r\—pC)dl, 

{ ^C^.dC -\-p\idl. 

Les quanliles qui figurcnt dans ces formules ont un sens geome- 
(rique tres simple. 

Si Ton choisit pour / Tare de la Irajecloire du point 0, w, v^ \k> sonl les 
cosinus direcleurs de la tangente a cette courbe, relativement aux axes 
mobiles; il est d'ailleurs preferable, pogr nc pas ecarter le cas ou ie 
point serait fixe, de ne pas fixer a priori lo sens de cette variable /. 

Quant a pdl, rdl^ ce sont evidemmcnt les angles de torsion et de 
contingence de Tarete de rebroussement de la surface enveloppee par 
le plan XOY. Les equations de la caracterislique sont 

Si Ton considere le point oil cclte droite coupe Taxe OY, on pourra 
ralculer les variations de ses coordonnees a Taide des relations (i); on 
aura de meme les variations des cosinus directeurs de OX, en faisant 
A = I, B = C = o dans les formules (a); on obtiendra ainsi les equa- 
tions de la caracleristique infiniment voisine et, par suite, les coordon- 
nees du point correspondant de Tarete de rebroussement; on trouve 
ainsi 

t' I /sv\' 
z :— o, iv -\-py — o, .r i-L ._}_-/_, 



un accent designant, ici ct dans la suite, une derivee prise par rap- 
port a /. 
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2. Considerons maintenant, dans le plan XOY, un cerclc de cenlre 
et de rayon variable R. Ce cercle, si R est une fonclion de / seulemcnt, 
engendrera une surface cerclee de Tespece la plus generale, et loiile 
ligne tracee sur cetle surface pourra 6lre consideree comme la trajec- 
toirc absolue d*un point M ayant, sur le cercle» un mouvement relatif 
determine. Soit 9 Tangle MOX; les coordonnees de M etanl Rcos^, 
Rsin^, o, nous aurous (1) 

ox t::z u dl -h (R'cos© — /'Rsin^p) dl— Ksin^^o, 
or — re?/ 4- R'sinocf/-+- Rcos?^© h- rRcos©e//, 
0;; = (if -i-pl{ sin©) dl. 

Nous poserons 

; M =:^ u COS© -i- rsino h- R', 
(3) ; N 3r/R + rcos© — Msin©, lI-=M*-i-Q-, 

( Qnz iv-4-y^R sin<p, 

et nous aurons^ en appelant Ss le deplacement infiniment petit du 
point M, / rinclinaison de ce deplacement sur la generalrice circulaire, 
le Tableau suivant : 

Gxr=i Mcoso.^/-- (N^/4- R^/cp) sincp, 
0/ T- Msin«>.^// 4- (N^//4- l\d(f) costp, 
^z—Q dl, 

^*- ' a5»=^(M»4-Q»)^/M-(N^/-hR^^)-, 

85 sin/ — II dly 
\ OS cos / =11 N ^/ -+- R do. 

I/aire comprise entre deux cercles infiniment voisins esl evidemmenl 



(0) 



fJTC 
II d^. 



C'est, comme on voit, une inlegrale elliplique dans le cas general; 
elle s'oblienl a I'aide des fonclions elcmenlaires si M et Q, envisages 

comme fonctions de tang-? ont un facteur lineaire commun; nous ver- 

rons, dans la seconde Parlie, que c'est la condition necessaire et sufli- 
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sanle pour que la generatrice considerec ait un point commun avec la 
generatrice infiniment voisine. 

Observons aussi que les trajectoires orthogonales des generatrices 
ont pour equation 

(/•R 4- rcoso — asin<p) dl -hJXd^ .— o. 

Nous y reviendrons dans la seconde Partie. 

3. Courbure geodesique. — La quatrieme des equations (4) peul 
s'ecrire 

D'apres la formule connue, si — designe la courbure geodesique 

d'un element incline d'un angle / sur la courbe / = const., « Tangle 
des deux lignes coordonnees, on a 

KvIPTN^ . ()(HcosO (^rvTFn^cos(co-/)J 

?r 0^ oo 

Or ici 

,., . U N / .V N cos/ -f- Hsini 
(6) sinfa) — -- > roscD— — > cos(a) — t)"^ ; — : 

d'oii 

, , HII (}(Rcosn ()(Ncosi-4- II sini) 



I D t 



Developpons le second meinbre de cette equation et remplaQons-y 
sini, cosi par H-y-) -i ' > il vient 

ds^ ^ j^ , ,//+ R^cp) - -^~ (N^//4- Re/cp) - H ^dl 

-RU$,^/4-NH^^/-(N^/-f-R^o)H^. 

Si nous tenons compte des relations (3), cette equation se simplifie 
et devient 

. 8 ) Rll - =^ (mS -- H ^ ) dl I RM do RH di. 

p^ V ^?/ 
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On aura, d\npres cela, les lignes geodesiques, en integrant les deux 
equations simullanecs 

( (N^/-f- Rrf?) sini=::H^/cosf. 

4. Normales y plans tangents. — Soient X, |x, v les cosinus directeurs 
de la normale au point (/f ). Si nous ccrivons que cette droite est nor- 
male a la generatrice et a sa trajectoire orthogonale, c'est-a-dire a deux 
droites ayant pour coefiicients de direction^ Tune 



Tautre 



sins, cos^, o, 



Mcoso, N sin^, o; 



en posant 

(lo) 0=:HsinV, M^HcosV, * 

nous aurons 

. A ^ sinVcos^p, 
(ii) • jx = sinVsin©, 

( V =:-— cosV. 

V est, par consequent, Tangle que fait le plan tangent avec le plan de 
la generatrice; sa valeur est fournie par les relations (lo). Quant «n 
Tequation memo du plan tangent, c'est 

(12) X cos© + Vsin© — -^ c = H. 

• * Q 

Si Ton sc deplace sur la surface, les variations des cosinus directeurs 
de la normale se calculeront en appliquant les relations (a) a X, jm, v, 
ce qui donne 

oX — cosVcos?>crV — sinVsino^tp — /• sin V sin © ^/, 
8[jLrzicosVsin©fl?V 4- sin V cos© ^? -h /sinVcostp^Z-f/^cosV^//, 
ov — sinV(^V -+-/?sin<prf/). 
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Nous poserons, pour simplifier (*), 

{ —Mzzz r/o -h r ill -f- p cot V cos® flf/, 

(1.5) , ' 

/ ciy =: d\ -h /> sin ?p c^/, 

et il viendra, en appelant ^co Tangle de deux normales infmiment voi- 
sines, 

A — s i n V s i n ^ ^«t -^- cos V cos o dy, 
ofjL III-— sinVcoso^'j/ -f- cosVsin<p^/y, 
i ov — SI nV ay, 

\ (ioi^ r= ^y » -h sin* V t/^/-. 

Lc sens geomelrique de Tangle dy^ resulte netlement de la derniere 
des equations (r4); il est aise de donner pour d^ une interpretation 
^eometrique egalemcnt simple. En eflet, Tangle que la trace du plan 

tangent sur XOY fait avec OX a pour tangente -; Tangle infiniment 

|)etit dont tourne celle trace, le plan XOY etant suppose fixe et ne 
coincidant avec le plan du cercle qu'a Torigine du deplacement, aura 
done pour valcur 

JX OA — A OJX 

Or si, dans cette expression, nous reinpla^ons >., a, dX, ^/jl par leurs 
valours, elle se reduit precisement a d^; d^ n'est done autre chose que 
Tangle dont a tourne la trace du plan tangent sur le plan fixe avec 
lequel coincidait le' plan du cercle avant le deplacement. 

On peul avoir besoin d*evaluerrf^{;, rf;^ en fonction du deplacement ds 
et de son indinaison; il faut pour cela, dans les equations qui les defi- 
nissent, remplacer 6^/et df par leurs valeurs tirees des equations (4); 
on trouve ainsi 



I !•> ) 






( '; La melhode 8ui\ie ici, pour irouvor les equations relatives aux Elements diffdrenliels 
(in second ordrc, est 6videmmont applicable sans modification a une surface definie jwr 
une {^cndralrice de nature quelconque, et les 6quations trouv^es ici conserveraienl la m^mo 
forme dans le cas {general; les valeurs parliculicres de d-^, d^ caracti^risent seules les sur- 
faces speciales que nous avons en vue. 



I 
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I2() 



II. 



I. Torsion geodesique. Lignes de courbure. Ombilics. — L'angle de 
torsion geodesique d'un element ayant pour cosinus direcleurs a, j3, 7 
est donne par la formule 



Or on a (i i), (i/|) 



(1 ov V OJJL 

V oX X OV 

X oy. *— ji oX 



— sin V cos V cos ^d^ -h sin tp c?/, 

— sinVcosVsin<pt/4' — cos<p^y, 

— sin*Vrf^/. 



D'autre part, les equations (4) donnent 

ids =zMcos^dl— (NflfZ-f- Rrf^)sinc5, 
pds=.M sin^ dl 4- (N dl -h l\ dz) cos«p, 
^ds — Qdl 

ou encore 

a =:cosVcos<psin/ — sin^cos/, 

Piiir cosVsin«psin* -+- cos© cost, 

Y =. sinVsin*. 

Porlons ces valeurs dans Texpression de rfr^; nous aurons 

dz^zrz {sino dy — sinVcosVcoso<i<j/)(cosVcos<psini — sinocosO 

— {cosody — sinVcosVsin© £/<)/)(cosVsin<psini -h coscpcosi) 

— sin'Vsin/rf<^ 



ou, en reduisant, 



(16) 



— d-zgzz: COS idy-h s\nY sin id^. 



On en conclut, pour Tequation des lignes de courbure, 



('7) 



cos / dy 4- sin V sin i d^ =i o. 



Si Ton veut n*y introduire que Tangle «, on devra y remplacer rfij;, 
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rf/ par leurs valours lirees des equations (i5), ce qui donne immedia- 
tement 

/NO A>Mcos? rq\ 

~^ ^irii^ — IP — w) '*" '-'' 

ou, en simplifiant, 

(j8) 2ti -^-- cot2e= ^ -r — h tv — R -jj. 

do d'f d/ 

Les equations des ombilics s'obliendront en expriniantque les direc- 
tions principales sont indeterminees, ce qui donne 

(19) ^-o, sv-l\-^=o. 

2. Lignes asymptotiques, Courbures principales, — Si nous conser- 
vons les notations du numero precedent, Tequation des lignes asym- 
ptotiques est 

ou, d'apres les fornoules employees dans ce meme numero, 

(sinVsin<pe/'^; H-cosVcos^^y)(cosVcos<psini — sin©cosi) 
f- (— sinVcoscp^ -+- cosVsino t/y) (casVsin<psin£ -hcosocosi) 

H- sin/ sin'V^y =: o 

OU, en simplifiant, 

(20) sin/^/ — sin Vcos£flf<^ = o, 

Ici, comme pour les lignes dc courbure, on ne doit laisser subsister 
que Tangle 1. Pour cela, remplagons dy, d^ par leurs vatcurs tirees des 
relations (i5). Nous aurons, toutes reductions faites, 

X i\ 9 • It '^^ • • • T» / dv \ i)y . \ . ^ . 

(21) (Jcos'/-f- 2 II 3- sin/ COS/ -I- R -T7 — iT -i — h/>sin© sin* I = 0. 

d'f \ al R 00 ' • / 

Cherchons entin les courbures principales. Soit C Tune d*elles, nous 
aurons 






(22) c :=;::, 
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les d designant un deplacement effectue le long d'une ligne de cour- 
burc; on aura done 

( '^3 ) CO dl :.- si II V d/, CM dl = dy. 

Remplacons dl et e// par leurs valeurs en fonction de i; nous aurons 

II ne reste plus qu'a eiiminer i enlre celle equation et eelle des lignes 
de courbure (18); on irouve alors, toutes reductions faites, 

' * VdY . ,, ()(rcosV — />sinVcos©)"l 

,. |^_ s„,V 4- J- -J =0. 

On obtiendra les equations diflerentielles qui conviennent a une sur- 
face minima en observant qu'on doit avoir, quel que soil y, 

\ -. oRsincp — Q — R -T7 =0; 

de meme les equations differcntielles qui determinent les surfaces cer- 
clces applicables sur une sphere de rayon a s'obtiendront a Taide de 

ridentite 

()\ . _ , () ( /• cos V — /> si II V cos o) R H 

^7 siiiVh '- ■- = — ^• 

01 00 a' 

II est clair que nous avons, dans tout ce qui precede et pour ainsi 
dire tacitement, adopte un sens bien determine sur la normale en 
cbaque point; il est necessaire de savoir si ce sens est dirige du pied 
de la normale vers^le centre de courbure, ou dans le sens oppose. Pour 
faire cette distinction, il nous suifira de nous placer dans un cas parti- 
culier, par exemple celui d'une surface de revolution. II est clair que 
celui des deux centres de courbure qui se irouve sur I'axe OZ aura son 
z positif ou negatif suivant que Tangle V sera obtus ou aigu; ceci pose, 
les coordonnees de centre de courbure sont, en general, donnees par 
les equalions 

(26) X^Rcoscpit ^^:, Y=rRsincp±f,, Z-ih^, 
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les signes superieurs allant ensemble; la derniere donne 

V etanl suppose aigu, Z devra eire negatif. 

Or, supposons V aigu et le rayon de courbure compte du pied de la 
normalc vers le centre; alors on doit avoir 

Z:=— ^s cosV; 

il faul done dans ce cas choisir le signe superieur; au contraire, si ron 
convient, el nous adoplerons cetle convention, dc compter le rayon de 
courbure du centre de courbure vers le pied de la normale positi- 
vement, el negativement en sens contraire, nous aurons, pour deter- 
miner les coordonnees du centre de courbure, 

X— R coso — T^y V— R sin^ — p> Z'r=^R cos'f — p« 



DEUXIEME PARTIE. 



I. 



1. Nous allons maintenant developper quelques-unes des conse^ 
quences des resullats qui precedent. Soienl G unc generalrice circulaire, 
G' la generalrice infiniment voisine. Les plans de ces deux cercles se 
coupent suivanl une droile A A', que nous appellerons la caract^ristique. 
Son equation esl> comme nous I'avons vu, 

les deux points A, A', oil elle coupe G, sont done donnes par I'equa- 
lion 

Q — tr 4-/?R sincp = o. 

D'autre part, la generalrice G' projetee sur le plan de G a pour equa- 



i 



f * 



tion 
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(.r - u diy-i- If - vcil)^—(R -f- dWy, 



i3:i 



el par suile la corde commune a cetle projeclion el au cercle G, que 
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nous appellerons simplement Vaxe radical, a pour equation 

ux -\- r >' 4- KlV=i o; 

les points a, a', oil elle coupe le cercle G, sont done fournis par Tequa 

tion 

M — R'4- M coso -f- csin^p ^o. 

Les deux droites aa', AA' se coupent en un point P ayant pour coor- 
donnees 



(«' 



(IV — «RR' 

.r -jh - » V — • 

pti * p 

La polaire CC de ce point, par rapport a G, a done pour equalion 

et les deux points C, C sont donnes par Tequation 

((vp — /?RR') coscp — iiws\noz=p\\u. 

Or on reconnait aisement que cetle derniere pent s'ecrire, en conser 
vant les notations employees jusqu'ici, 

dV 
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Ceci pose, les poinis AA', aa', CC, P possedenl des proprietes impor- 
Innles qtie nous allons exposer. 

Demonlrons d'abord une propriete fondamentale des points C, C; 
cello propriele se deduirait aisement des cqualions relatives a la cour- 
bure; mais, a cause de son importance, nous en donnerons une demon- 
slralion direcle et geomelrique. 

Soienl 

Fig. i. 



>> 



s. 



i 

/ 

i. 
i 



y"" 






I' 



M, i>r deux poinis infiniment voisins de G; 
MT, iM'T' les langenlcs correspondantes; 

QL rinterseclion des deux plans langcnls a la surface aux memes 
poinis. 

Le Iriedre QLTT nous donne 

cos(iLi- cosQTcosQT'-h sinQTsinQT' cosT'QT 

ou, en appelant dv Tangle des deux plans tangents et negligeant les 
infmimenl pelils du troisieme ordre, 

i ^^ I sin-\ — ^> 

2 '2 'A 

(I'oii 

Celle relalion donne Tangle de deux norniales infiniment voisines 
dont les pieds sont sur une menic generatrice. Si maintenant nous 
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appelons H Tangle que MT fait avec la langente conjuguee, on a 

sinMT sin6l^ 

ou, en passant a la limite, 

si nil ch 

■ • 

sill V ~ r/r' 

d'oii Ton deduit, cnfin, 

{•?') tangll zn sinV-y^y 

D'apres cela, la condition -r- — o equivaut a H = ^ el, par suite, les 

4 

points C, C de \^fig* i sont ceux oil le cercle C est tangent a une ligne 
de courbure de la surface; nous sommes done conduits au theoreme 
suivant : 

TiiEOR^.ME. — // existe sur chaque generalrice deux points oil cetie 
generalrice est tangente a une ligne de courbure de la surface et les 
deux points sont situes sur la polaire du point oil i'axe radical rencontre 
la caracteristique. 

^ 

De meme, la condition sinV = o ou w -\-'pRs\nrp = o equivaut a 
H = o, les points A A' de \''\/ig- i sont done ceux ou la generatrice esi 
tangente a une ligne asymplotique, et Ton a ce theoreme : 

TiiEORf.ME. — // existe sur chaque generatrice deux points ou elle est 
tangente a une ligne asymptotique de la surface^ et ces deux points sont 
situes sur la caracteristique, 

II est clair que cliacun de ccsdenx theoreines souffre une exception 
si la droite CC, dans le premier cas, ou AA' dans le second, est inde- 
terminee; dans le premier cas, il y aurait une infinite de points de cour- 
bure ou, en d'aulres termes, la surface se raccorderait avec une sphere 
le long de G, qui serait alors une ligne de courbure. Dans le second 
cas, la surface toucherait le plan mobile tout le long de la generatrice. 

• 

2. Position relative de deux generatrices infiniment voisines, — Va\ 
general, G, G' n'auront aueun point commun; pour qu'il en soil autre- 



I'M) DEMAUTUES. 

ment, il faut evidemmont que leup point de rencontre soit a la fois sur 
la caracterislique et sur Taxe radical, en d'autres termes, que P soil 
sur Ic cercle; cclle condition, qui est d'aiUeurs suflisante, s'cxprime 
par la relation 

Lorsqu'ellc a lien, les points C, C se confondent avec P, et la gene- 
ralrice est osculatrice en cc point a unc ligne dc courbure de la sur- 
face. 

Si Ton vent quo les deux generatrices aicnt deux points communs, 
il faudra exprimer que les deux droiles AA', aa' coincident, ce qui 
donne alors 

(2()) f/=i::0, »ri'~/)[Ur. 

Si ces conditions sont remplies, P est indetermine et la surface touche 
une sphere suivant le cercle G qui est une ligne de courbure ('). 

II peut enfin arriver que ces droites aa', AA' se confondent avec une 
ineme tangente a G ; pour qu'il en soil ainsi, on doit ajouter aux condi- 

tions precedentes celle qui exprime que la distance du centre a AA' 

est egale a — R, par exemple, et Ton obtient alors les trois equations 

li. Distribution des plans tangents le long d'une generatn'ce. — Nous 

avons trouve, pour Texpression de Tangle V que fait le plan tangent 

avec le plan du cercle, 

-, (I' -4-/>[{ sino 

tanprv =: — ' • 

U'-t- ^^ cos -^ -i- r sirup 

Soient 7 Tinclinaison du de|)lacement du centre sur Taxe OZ du 



( ^ ) 11 peul y avoir oxooplion : si Tunc do.s condilions est donn^o a priori et quo la 
secoudo vicnno s'iiitroduiro onsuilo, les points de courbure resleront d^lermiods; si Ton 
se donne, une fois pour loutes, 11 = o, les deux points en (juestion sont donnas par 
cosy = u; si, au conlraire, c'est la condition «v— /;RR' = o qui s^inlroduit d*abord, les 

deux points de courbure sont donn6s par I'cqualion siny = — ^—^ = — — . 
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cercie, w Tim linaison de ce meme deplacement sur le rayon qui vient 
aboutir au point de contact; supposons de plus que la variable inde- 
pendante / soit Tare de trajectoire du centre, et designons par d-: Tangle 
infiniment petit des plans de deux generatrices voisines : Tequalion 
precedente pourra s'ccrire 

lang\ -. - .T^' — ., ^• 

Sous cetle forme, I'analogie entre les surfaces reglees et celles que 
nous etudions est niise en evidence; elle est surloul complele lorsque 
dl= o ou lorsque COS7 = i; en effet, dans ces deux cas. Tangle to dis- 
parait de Tequation, qui devient 



H^/t sines . _, (il -^ Hrhsino 
-, ■ — ' y soil tangV " j^ 



soit langV :. ,-; — '> soil tanj?V - '■ 7^;— ^ — -y 



d'ou le theoreme suivant : 

TiiKORfeME. — Lorsque, pour une generalrice particuliere, le centre est 
slalionnaire ou se deplace normalement au plan de cetle generatrice, la 
tangente de I* angle que fait le plan tangent avec le plan du cercie varie, 
le long de ce cercie, proportionnellement au sinus de I' arc compris entre 
un point fixe et le point de contact, 

Revenons au cas general; appelons /70/>i/5 conjugues du cercie deux 
points iM, M' en ligne droile avec le point P; Tequation de la corde MM' 
etant mise sous la forme 

on aura, en chacun des deux points M, M', 

langV = a; 

en d'autres termes, les deux plans tangents en M et M' iront couper 
Taxe des z au meme point; la droite d'intersection de ces deux plans 
rencontre d'ailleurs toujours la polaire CC de P ; et il est evident qu'elle 
determine, sur ces deux droites CC, Oz, quand on fait varier X, deux 
divisions homographiques; elle engendre, par consequent, un hyper- 
boloide a une nappe, ce qui nous donne le theoreme suivant : 

TuEOR^ME. — Les plans tangents en deux points conjugues se coupent 
sur une droite qui rencontre dans toutes ces positions Vaxe du cercie et la 
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ligne qui joint les points de courbure; elle determine sur ces deux droites 
deux divisions homograpkiques et, par suite, decrit un hyperbolo'ide a une 
nappe. 

On ohlient aisement requalion de ccl hyperboloide; c'est 

(3i) {ay — vx) (ii\r — uz) -\- pMxf^lK'x -\- \{u) =0. 

L'hyperboloide sc reduira a deux pl'ans si CC passe au centre, c'est- 
a-dire si P esl rejele a Tinfini, c*est-a-dire si w = o; riiyperboloide 
se reduit alors a deux plans confondus avcc YOZ. 

Le cas oil P est inxlelermine echappe evidemment aux raisonnements 

qui precedent, le rapport ^ etant alors invariable. Dans ce cas, tous 

les plans tangents caupent OZ au meme point; la sphere qui se rac- 
corde avec la surface le long du ccrcle G a son centre sur OZ; lescoor- 
donnecs de ce point sont 

t. XT ^^^' '' 

Xz=z O, V = O,. 5 =: U cot V =1 = -- • 

Nou« reviendrons plus loin S4ir ce cas particulier. 

II y a un second cas oil le cercle considere est une ligne d'ombre, 
c'est celui oh p = o, c'esl-a-dire oil le plan du cercle se deplace paral- 
lelement a lui-meme. 

4. Lieu des normates. — La normale au point /y a pour equations 

.r — Kcos«p r — R sin© — z(iv -h /jRsin©) 

cos'^ sin© tl'-i- w cos© -h r sin© 

Le point oil la normale rencontre 02 a pour ordonnee — RcotV; 
il est clair que ce point est le meme pour deux points conjugues du 
cercle. De plus, la maniere dont la position de ce point varie quandon 
decrit le cercle depend uniquement de la disposition relative des 
quatre points A, A', a, a' (Jig. i); en A, A', la normale rencontre OZ 
a rinfini; en a, oc\ au contraire, la normale est coucbee dans le plan 
du cercle. Si P est exterieur au cercle, Tinclinaison de cetle normale 
atteinl un maximum ou un minimum aux deux points C, C\ qui sont 
alors reels; si P est interieur, ces valeurs limites de Tangle V n*cxistent 
plus. II me parait inutile d'insister davanlage sur cette discussion. Si, 
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ligne des centres, el, en definitive, cettc courbe sc trouve determinee 
par cinq points. 

Dans le cas general, la construction de chaque normale sera la sui- 
vanle : Ayant construit la coniquc auxiliaire, pour avoir la normale en 
un point M, on (era passer un plan par ce point el Taxe du cercle. Ce 
plan coupera la conique en deux points, dont Tun situe sur OZ; on 
joindra Tautrc au point M, el Ton aura la normale cherchee. 

.K Cherchons dans quel cas la conique sera un cercle. La surface 

admet comme plans cycliques les deux plans 

R' 

- — o, XV - py —z — o. 

Pour que le plan de la conique soil parallele au plan du cercle, il 
faul qu'on ait 

U =^ O, i' r= O. 

Pour qu'il soil parallele au plan/;v — -- z — o, il faut que 

(33) //=:(), 



W p\\ 

Dans le premier cas, le deplacement du centre est normal au plan de 
la generatrice; le cercle mobile et le cercle conjuguc sont situes dans 
des plans paralleles. 

Dans le second cas, le deplacement du centre est perpendiculaire a 
la caracterislique; de plus, on a /?Rtv + v^' — o, ct la generatrice cir- 
culaire a son plan perpendiculaire a celui du cercle conjuguc. 

Cherchons encore dans quel cas la conique auxiliaire se rcduit a un 
systeme de droites. 

Supposons d'abord R' =-- o, on aura deux droites situees dans les deux 
plans 

:; — o, iv -H py r=r o. 

La premiere est a rejeter comme ne pouvant servir a la construction des 
normales; la seconde se projette suivant la caracterislique. La surface 
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Remarque. — II est important d'observer que la fonction r ne joue 
aucun role dans la theorie precedente, on pourra done, dans loules les 
questions qui s'y rattachent, admettre sans ineonvenient que :; = o, 
c'esl-a-dire que le plan du cercle mobile roule sur un cylindre. 

6. Classification des surfaces cerclees. — Les considerations qui prece- 
dent conduisent a une classificalion rationnelle des surfaces cerclees, 
fondeesur la situation relative de deux cercles infinimenl voisins; on 
est ainsi conduit a les separer en quatre classes principales. 

i*"*^ CLASSE. — Deux cercles infiniment voisins n'ont, en general, 
aucun point commun; les normales, le long d'une meme generatrice, 
rencontrent une conique fixe; chaquegeneratrice est tangente en deux 
points distincts a une ligne de courbure de la surface. 

2* CLASSE. — Chaque generalrice a un point commun unique avec 
la generatricfc voisine : les points communs forment sur la surface une 
courbe a laquelle le cercle mobile reste constamment tangent. Les nor- 
males le long d'un meme cercle rencontrent, outre Taxe de ce cercle, 
une droite fixe; enfin, chaque generatrice est osculatrice en un point a 
une ligne de courbure de la surAice. 

3** CLASSE : Erweloppes de spheres ( * ). — Deux generatrices infiniment 
voisines ont constamment deux points communs; le cercle mobile resle 
constamment tangent a de^ux directrices curvilignes; les normales cor- 
respondant aux points d'une meme generatrice forment un cone de 
revolution, et chaque generatrice est une ligne de courbure de la sur- 
face. 

4* CLASSE. — Pour les surfaces de cetle classe, les deux directrices 
curvilignes dont nous venons de parler se confondent, ct le cercle 
mobile reste constamment osculateur a une ligne a double courbure. 

Les caracteres analytiques sont : pour la deuxieme classe, 



( ^ ) II est clair que lo mot envcloppe no s'appliquo ici qu a uae sph6re variable depen- 
dant d'un seuL parametre arbitraire; do plus, nous ontondons ici que Tenveloppe csl engen- 
(ir6o par la caractdristiquc de la sphere mobile, et non par telle autre gdndration circulaire 
dont elle pout dtre susceptible. 
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pour la Iroisieme classc, 

(29) f/ — o, i»v:^/>RR' (1); 

pour la quairiemc classc, 

( 30) 1/ ^ o, 1' = R', w =21 p R. 

II est aisc de verifier que, pour ces derniercs surfaces, I e point oil la 
caraclerislique touche Tarele de rcbroussement appartient Lien a la 
generatrice. En efi*et, nous avons trouve (T* Partie) pour les coordon- 
nees de ce point 

' -^ p ' r p^r 

Si Ton y remplace w par />R, ^ par R', on obtient immediatement 
07 = o, J = — R. ^ 

7. Remarque. — Pour completer la classification precedente, il est 
necessaire de cherclier a quel caraetere on pourra reconnaitre que trois 
cercles infiniment voisins sont sur une meme sphere. 

Observons pour cela que le centre de la sphere enveloppee, dans le 
cas general des surfaces de troisieme classe, a pour coordonnees 

Si Ton applique \ ce point les formules (1), on obtient 

Ix — o, or == o, . oc -.= IT' 4- ( — 1 \dl \ 

il suQit d'exprimer que ce point est immobile et les caracteres analy- 
tiques cherches sont alors 



(3i) 



1/ =: O, HV:n/>RR', (V-hf— Ji=o; 



( 1) II faul tenir compto do la reslriclion indiqu^o dans la note do la page i3G. Les condi- 
tions (29) peuvent ^tre rcmplies sans que la surface soit onveloppe de sphere. U sufGt de 
supposer qu elles s'introduisent successivement; la surface serail alors un cas limito d'une 
surface plus g6n^rale, pour laquelle une seulc des deux conditions serait satisfaite. 
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on arriverailau nieme resultaten exprimant,d'apresles equations (19), 
que lous les points de la goneratrice sont des ombilics. 

8. Formules particulieres aux erweloppes de spheres, — Dans le cas 
(les enveloppes de spheres, les fonclions qui figurent dans la tlieorie 
generale ne sont pas toujours les plus simples; il pent elre utile d'in- 
troduire celles qui se rallaehent a la courbe deferente ou lieu des 
centres des spheres enveloppees. Le passage d'un groupe de fonclions 
a Tautre ne prcsenle d'ailleurs aucune diffieulle. 

Les eoordonnees du cenlrc C de Tenveloppee sont 



r WW 



leurs varialions 



tJC .:- O, fjy —.Oj fjZ = 



;„.-:- (ry],„, 



la tangente a la deferente est done dirigee suivant OZ, et Tare ds de 
eette courbe est lie a noire variable / par Tequation 



di 



(ii)' 



Les cosinus direcleurs de la tangente a la deferente etant 0,0, 1, si 
nous leur appliquons les equations (2), nous aurons pour leurs varia- 
tions 

o, — p dly o : 

la normale principale est done parallcle a notre axe des y, el, si Ton 
appelle h la courbure de la deferente, on aura 

// — — /> — . 

' ds 

Eniin on verifierail de nieme que la binormale de la deferente est 
parallele a OX et que sa torsion k est donnee par I'equation 

. dl 

ds 

Observous de plus que, le rayon p de la sphere enveloppee etant egal 
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/" 



2 * 



ii 1/ R*-! — 5» on aura 

II est aise de donner maintenant le Tableau complet des formules 
de IransformatioD. Prenons ^/= t/y, d'oii ^^'-^{-j =i' n^us aurons 



\ r =1 — li pp'f if n: J — p'* — op", ;/ == o ; 

les cinq fonctions generales sont bien exprimees en fonclion des ele- 
ments de la deferente et du rayon p de Tenveloppee. Observons enfin 
que Ton a 

(33) langV=g; = /;B = ^/^^=^ 



o' 



9. Theoreme de M. Ribaucour. — II est visible que les relations pre- 
cedentes conlienneat la theorie spcciale de nos cnveloppes de spheres. 
En faisant la substitution dans les equations generales de la premiere 
Partie, la plupart de ces equations se simplitieraient notablement; nous 
nous contcnterons de demontrer le theoreme suivant, du a M. Ribau- 
cour, et qui exprime une des proprieles les plus remarquables de ces 
surfaces parliculieres. 

Theoreme. — Lorsquon se deplace sur la caracterislique d'une enve- 
loppe de spheres, le centre de courbure correspondant a la ligne de cour- 
bure non circulaire decrit une conique, situee dans un plan perpendicu- 
laire au plan osculateur de la deferente. 

Les coordonnees du centre de courbure sont, d'apres les equa- 
tions (26), 

-^ sinVcoso „ . sinVsin9 cosV 

j:=Rcos^ 71 -y j=llsmo— ^ 



y *' — — 7; — 5 



c ' ^ — • C ' c 

C etant la courbure principale correspondante. 

Dans le cas des enveloppes de spheres, Tune des courburcs est 

Ann, de I'Ec. yorm. 3* Serie. Tome M. — Mai i^8b. 19 
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*^>cosV; or le produit des courbures (aS) se reduit pour ^ = o a 



sinV/c^V 



ia seconde courbure a done pour expression 

Ics coordonnees du centre de courbure correspondant sonl alors 

/ ir + />Rsin(p\ 
— ^psino 

En etiminant 9, ou obtient les equations du lieu des centres de cour- 
bure, savoir 

ar«-+- 7*= (R — 5 langV)*, 
^ J 4- m;. __ - lang V -^ =0; 

la premiere represente le cone des norn^ales, la seconde un plan, ce 
qui demontre le theoreme. 

Observons que le plan de la conique passe par Tinterseclion des 
plans de deux cercles infiniment voisius et qu'il est perpendiculaire au 
plan osculateur de la deferente. 

Pour que cette conique soit un cercle, il faiit que le plan qui la con- 
lien t soit perpendiculaire a OZ, ce qui exige/? = o; en d'autres termes, 
cela n'a lieu que dans les surfaces de revolution. 

Elle se reduira k deux droites si le plan passe a I'origine, c*cst-a-dire 
sifP = o; d'ailleurs, conime on a, dans lecas des enveloppesde spheres, 

(W=^RR', 
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Les coordonnees du pole P sont (p. 133) : 

pu -^ p 

Cc poinl appartenant, d*une part a la caraclerislique, d'aulre part au 
plan radical des spheres decrites sur deux generatrices intiniment voi- 
sines comme grands cercles, sera le centre d'une sphere coupant ortho- 
gonalement toutes les spheres bilangenles qui contiennent Tune ou 
Tautre de ces deux generatrices. 

S*il arrive que le point P soil slationnaire, il sera, d'apres cela, le 
centre d'une sphere orthogonalc a trois scries consecutives de spheres 
bitangentes;enfin,s'il est fixe dans Tespace, la surface sera uneanallag- 
matique a deferente reglee et P sera le centre de la sphere directrice. 

On pent s*en assurer sans difficulte pj^r le calcul et donner en n)eme 
temps les caracleres analytiques auxquels on reconnaitra que P est sla- 
tionnaire : si nous appliquons aux coordonnees precedenies les for- 
mules generales de deplacement, les conditions cherchees seront 



re qui donne ici 



> > > 

fiX or ttz 



(IT — />RU'\' r\v 

u -f. ( H = o, 



'-(>)■ 



sw — pWW 

pu 



la condition ^z =^0 etant evidemment satisfaite d*elle-meme. Si nous 
eliminons renire ces deux relations, il vient 

d'oii, en integrant, 

pu I 



iV^^ 



4- 



/• elant une constante arbitraire. Cette relation, qui pent s'ecrire 
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monlre que le point P est le centre d'une sphere qui coupe orthogona- 
lement toutes les spheres bitangentes a la surface et ayant leurs centres 
sur la surface des axes; le theoreme est done demontre; le rayon de la 
sphere directrice est d'ailleurs egal a k. 

Cyclide osculatrice. — Les resultats precedents metlent en evidence 
Tutilile qu'il peut y avoir a introduire, dans Fetude des surfaces cer- 
clees, les cyclides conime auxiliaires. Une generatrice circulaire etani 
donnee, si Ton prend pour sphere directrice la sphere de centre P et 
qui contient les deux foyers correspondants, pour deferente Thyperbo- 
lo'ide osculateur a la surface reglee engendree par I'axe, ces deux 
elements definissent une cyclide qui pourra etre sans inconvenient sub- 
slituee a la surface elle-meme tant qu'il s*agira de proprietes concer- 
nant deux generatrices consecutives (*). Si, pour une generatrice par- 
ticuliere, le point P est stationnaire, la meme cyclide fournira toutes 
les proprietes qui dependent de trois cercles infiniment voisins. 

Enfin, d'apres ce qui precede, on voit qu'une surface anallagina- 
tique ne peut admettre de generatrices circulaires que si la surface 
deferente est reglee. Ce iheoreme est du a M. Laguerre. 



II. 

1. Trajectoires orthogonales des generatrices. — L'equation des tra- 
jectoires orthogonales des generatrices est 

N dl 4- W d':t rzz ( /• I\ 4- i' COS -:» — a sin ^\dl-^ U ih = o. 

Le cercle etant suppose en mouvenient, un point M mobile sur ce 
cercle aura un mouvement angulaire relatif egal a rt//-i-rfy, ce mou- 
vement etant evalue a partir d'une droite liee invariablement au 
plan XOY. Posons rdl=^d(5\ soit a Tangle de la tangente au cercle 
avec la ligne des centres, on a 

1{ ^/t -he// cos a = 0. 
Done : 

Theoreme. — Pour quun point mobile sur le cercle decrive une tra- 

( *) Oil pourra m6mo, dans co cas, prendre pour deferente n'importc quel hyperboloido 
tangent a la surface des axes le long de OZ. 
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jectoire orlhogonale des generatrices, il faut et il suf/it qiie sa vilesse 
relath'c, projetee sur la tangente, soil conslamment egale et de signe 
contraire a la vitesse du centre, projetee sur cette mime droite. 

Observons que la fonction p ne figure pas dans Tequation prece- 
dente; il resulte de la que Ic cas general se ramene immediatement au 
cas oil lous les ccrcles scraient silues dans un scul et meme plan; en 
d'autrcs termes, le relation enlre / et 9 ne sera nulleinent alteree si 
Ton etend sur un plan la surface enveloppee par le plan du cercle. 

11 faut seulement supposer alors que cliaque plan tangent, en se 
rabaltant, enlraine avec lui le cercle correspondant et que, de plus. 
Tangle o est evalue a parlir d*une direction donnee par la tangente a la 
ligne suivant laquelle se transforme Tarele de rebroussement. 

L'equation dcs trajectoires se ramene immediatement a une equatioQ 
de Riccali. Si Ton pose, en effet, 

(35) ' 



elle devient 



H =1 ^ , tang - = X, 



2^=AX=-2BX~A. 
at 



On deduit de la deux consequences importantes : 

i"* La delerminalion des trajectoires orthogonalesseracompletement 
oblenue si Ton connait une seule de ces trajectoires; 

2"" D'apres un tbeoreme bien connu, le rapport anharmonique de 
quatre solutions d'une equation de Riccati est constant; ici ce rapport 

sera independant de /; d'autrc part, tang- ou X est le coefficient angu- 

laire de la corde qui joint le point mobile M a un point fixe sur le 
cercle; on est done conduit a ce iheoreme : 

TuEOUEME. — Quatre trajectoires otthogonales coupent deux genera- 
trices quelconques suivant deux systemes de points ayant le m&me rapport 
anharmonique. 

Nous entendons par rapport anharmonique de quatre points d*une 
circonference celui des quatre droites qui les joignent a un point arbi- 
traire de cetle circonference. 
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Si Tunc ou Tautre des quantites A, B est nullc, Tintegration est 
immediatement ramenee a una quadrature. On r^cpnnait aisemcnt que 
dans ce eas la ligne des centres so transforme en une droite lorsqu*on 
planifie la surface enveloppee par le plan du cercle. 

2. Points centraux. — En suivant jusqu'au bout Tanalogie avec les 
surfaces reglees, on est conduit a appeler /?ot/i^ central un point oil la 
generatrice est k une distance maxima ou minima de la generatrice 
infiniment voisine. 

Ces points sont evidemment caracterises par ce fait que la courbure 
geodesique de la trajectoire orthogonale y est cgale a zero. lis sont 
done determines par I'equalion 

ou 

(R'-H ttcos^ 4- rsino) (i^cos^ — a sin©) 4-^llcoso(iv H-/^Rsin9)i=:o. 

On les obtiendra en coupant le cercle par Tbyperboie equilatere 

(RR'-f- ux -+- ^'y){vx — uy) + pW X {iv -^ p y) =: o. 

II existe done sur cbaque generatrice quatre points centraux; ils 
sont, avec le centre, sur une meme hyperbole equilatere; d'oii Ton 
conclut que deux d'entre eux, au moins, sont toujours reels. Ils deter- 
minent sur la surface quatre courbes analogues a la ligne de strietion 
d'une surface reglee; mais qui, d'ailleurs, ne paraissent presenter 
aucune propriete simple. 



TROISIEME PARTIE. 

Nous nous proposons maintenant de determiner une surface cerclee, 
d'apres une propriete generale imposee a ses generatrices. 

I. 

i. Probl^ime. — Trouver les surfaces qui admettent comme lignes gdo- 
desiques les trajectoires orthogonales d'une serie de generatrices circulaires. 
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Les points oil la courbiire geodesique de la Irajectoire orthogonale 
est nulle sont, comme nous Tavons vu, sur Thyperbole equilalerc 

Nous aurons les equations du probleme en ecrivant que celle courbe 
est indeterminee, ce qui donne 

i"" Si nous supposons R'7^0, udoii etre nul, et la seconde equation 
exige r = o, /> = o; eelte solution donne evidemment les surfaces de 
revolution; 

:?« R'= o, w^o, i' = o. — II faul alors que/?Riv = o : ovp nepeut 
etre nul en meme temps quei', si a 7^0; done (v = o. 

Dans ce cas, prenons, pour variable independante /, Tare de la ligne 
des centres; nous aurons 

et la solution sera donnee par les equations 

R = a, w = i, i'T=o, (r=zo, p=.-y 

a etant une constante arbitraire. 

Interpretons ces relations; si nous nous reportons aux equations qui 
donnent le point oil la caracteristique touche son enveloppe, elles 
^ deviennent, dans le cas actuel, 

done le centre de la generatrice est sur I'arete de rebroussement; le 

rayon de torsion de cette arete est d'ailleurs — ou a, il est constant* 

P 

eniin le rayon du cercle est constant et egal au rayon de torsion, et son 
plan est osculateur a la trajectoire du centre. 
En resume : 

Le centre du cercle decril une courbe a torsion constante; son plan est 
osculateur a cette courbe, et son rayon est constant et egal au rayon de 
torsion de la ligne des centres. 

Ces surfaces sont, avec Its surfaces de revolution, les seules qui repondent 
a la question. 



m 
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!=» on aura, pour Tangle de torsion rfr, 



V' 



iLi 






- ■ '* 



ou 

(14-11.')* 



.l^^l S^^--^^ ^.. 



On en conclut, pour la torsion* 

Supposons niaintenanl qu'on se donne pour^^ une function deter- 

niinee de /, savoir y =y(/); iaissant la fonction /absolument arbi- 
traire, on aura d'abord 



puis, en integrant Tequation (a), 

> • 

M -:-- cos^ / (('■-f- [i-') f{t)^mtdl -\-smt I (;jl -h [x") /(l) cost dt; 

en portant ces valeurs dans les equations f]3), on aura les equations de 
la courbe; on voit qu'il y subsiste une fonction arbitraire. 

l\, Revenons aux surfaces precedentes; si Ton substitue a //, i\ ik\ 
p, r, \\ les valeurs trouvees, on obtient 

M -_ cos©, N — - I a — siii'v, Q _ sin^, II — i, V — », 

a etant une constanle et notre variable (.etanl maintcnanl Tare de la 

trajecloire du centre. 

La derniere relation V — ^ exprinie une propriele reniarquable de 

ces surfaces, propriele qui, d'ailleurs, les caraclerise coinplclement. 

Si Ton cbercbe, en effet, a determiner nos fonclions de maniere a 

avoir, quel que soit o, 

n* i /)R sin© 



^ Km- fi cos© i- v'sm© 

on obtient inimediatement 
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Toules les equations relalives ii ces surfaces prennent une forme 
parliculieremenl simple; celle des lignes cle courbure, par exemple, 
(levionl 

Mais ce sonl surtoul les Irajeclions orthogonales qui presentenl de Tin- 
teret. Leur equation est ici 

« r/y — ( sin ^ — ar) di, 

Soient 

«. p. v» 

«', P', t'. 

«^ ?% r 

les cosinus directeurs de la tangente, de la binormale et de la normale 
principale pour une trajectoire orlhogonale donnee; soil enfin 8s Tele- 
ment de eette trajecloire; nous aurons» pour un deplacement eflectue 
le long de celte lignc, 

0.?' — M cos? (II — cos*<p cfl, 

>• zzzMs'in^dl z=z sin <p cos ^p dl, 

8g — Qc^/ = sin<pr//; 

d'oii 

OS ^- dl, a=:cos''f, p :^ sin«pcos?, Y^^sin?. 

Done : 

I** L'arc intercepte par deux gendralrices circulaires sur une m{*me 
trajecloire orlhogonale est 6gal a rare correspondani de la ligne des 
centres. 

D*autre part, la binormale, etanl situee dans le plan tangent a la 
surface, d*apres la defmilion meme des lignes geodesiques, sera la tan- 
gente a la generatrice circulaire, et nous aurons 

on en d^duira aisement 

«"= — sin^p cos<f, P' = — sin* cp, y'^ = cos«p. 

Soit alors ~ la torsion; d^apres une des formules de M. Serret, nous 
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aurons 








I 1 8y' 


coscp dl '^ a' 



de la celle nouvelle propriele, qui a ele demonlree par M. Lie : 

7? Chaque trajectoire orlhogonale est a torsion constante; celte torsion 
ne varie pas d'une trajectoire a une autre; elle est cgale a la torsion de 
la ligne des centres. 

On a une loi assez simple pour la premiere courbure; si on la desif^ne 
par -y on oblient 

I _ I oy d^ -\- p^dl I d'^ I . 

p Y OS dl cos^p dl a 

el, en remplagant d(f par sa valeur tiree de Tequation dos (rajectoires, 

I _ '^ sin« 

1. Nous dirons un dernier mol relatifaux lignes isolhermes: Tequa- 
tion ds = o est ici 

idl -f- a^'f "{- (/v7 - - sino) dl -rr. o. 

Elle se ramene a une equation de Riccati; les ligncs isothermes do 
la surface seront done connues, quand on connaitra une solution de 
reltc equation. A ce point de vue, les surfaces particulieres que nous 
venons d'obtenir font parlie d'une classe importanle de surfaces don I 
nous allons nous occuper. 

II. 

1. PROBLtiME. — Trouver toutcs les surfaces cerclces telles que la /one- 
tion H soil unefonction rationnelle rfe sinp, cos©. 

Supposons qu*on ait 

P etant une fonction entiere de sinp, cosy, qui sera evidmiment 
lineaire; soit 

P ;:_ a cos'f +- b sin tp -i- c, 
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on aura, pour tous les points du cercle generaleur 

on posant /7R = cj. 

Cetle equation (levant etre celle du cercle, on en conclut que les 
deux droites AA', aa' de lay?^. i doivenl etre conjuguees par rapporl 
au cercle. 

Ecrivons que la droite 

RR' H- iijc -h i'f -+- i{ivR -h fBf) ^ o 

est tangenle au cercle, nous aurons 

celle relation devant avoir lieu quand on y change i en — £, nons 
aurons les deux relations 

W't _^ „,! _- ^1 _^ j,i 4_ ^yt^ 

ivW zz. cm. 

Ce sont les conditions cherchees. 

Le raisonnement precedent determine, d'ailleurs, la fonction F*; re 
ne pent etre que la polaire cc du point P de la figure; c'est, a un fac- 
teur pres, 

„, . .- dQ ^ dM 

Le raisonnement precedent suppose dislincles les deux droiles AA , 
aa'; si cela n'avait pas lien, on serait, comme nous i'avons vu, dans le 
cas des enveloppes de spheres, qui d'ailleurs repondent evidemment a 
la question; nous verrons dans les questions suivantes que la pliipart 
des surfaces que nous aurons a determiner rentreront dans Tune ou 
I'autre de ces deux classes. 

Nous aurons besoin, dans la suite, d'une propricte remarquahle do 
surfaces en question; elle consiste en ce que Ic numeraleur 
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(le '-ry est loujours divisible par P: nous aliens deinontrer ce iheo- 
reme. 

2. Observons que le centre nc peut jamais elre fixe dans le cas 
acluel. ear la preniicM'P dcs condilions trouvees donnerait alors 

ce qui ne peul evidemment avoir lieu que dans le cas du plan; des 
tors nous prendrons pour variable / Tare indefini de la ligne des centres 
el les conditions trouvees deviendront 

deux des qualre fonetions qui figurcnl iei sont arbilraires, el ces con- 
ditions seront identiquemeiit salisfaites en |)osant 

nr-siiia, K'- cosot, it—i.'O'^'^, r — . siii3 cos3t, n- Tn siii3 siiia; 

d'oLi 

M =r cos ? cos 9 -I- sin ^ cos a sin ^r r- cos a, 

Q = sina(sin3 -h sin©) ~ sin2(sin^ -h sin^), 

N — -I- sin3cosacos« — cos3sin»: 

on verifie aisenienl qu'on a 

II — P — cos 3e cos 3 cos cp — sinpsin^H-i. 

Ceci pose, si Ton cberche a verifier ridenlite 

/'m ^- -- ;j^) -= P( A cos«^ ^ B sincp -^ C), 
on a, pour determiner A, B, G, les cinq equations 

B sin p -- A cos a cos ? = a' sin [i - p' sin a cos 3, 
A sin ? -h B cos a cos p = a' cos 3 cos a -f [i' sin a sin p, 
Acosacosp 4- C — a' sin? -\- P' sin a cos at cos p, 
A -h C cos a COS p -— a' sin ? cos p cos 3t -t- 3' sin a, 

B-^Csin3 = a'(n-sin*3). 



I 
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Or on lire des trois premieres 

Birr: a', G-.a'sir.?, A i::: 3' sill «, 

et il est aise de s'assurcr que ces niemes valours de A, B, C verifient 
les deux dernieres; Ic iheoreme est done demonlre. 

En resume, dans le cas oil H sera rationnel, et en laissant de cole 
les enveloppes de sphere, nous aurons a rcmplacer m, v, »', cr, R par 
deux fonctions seulemenl, les substilulions a operer etant cellcs (jue 
j'indique dans le Tableau suivant : 

(Tij— /)U, p — rl\), 

M =1 cos 3 00s 'i -T- si 11 3 cos a sin © -h cos a, 

lit t ' 

Q TT-. sina(sina :- siii'f ), 

(T) ( n rrir I* :=:COS? COSaCOS'f H- sinP Sill'i -h I, 

S r- 3' siiiacos'i -h a' sinc> -4- a' sin^, 
N ^^ s -t- siriScosa ros^ — cos 3 sin 5, 

d\ _ sill a cos 3 ()V __ S 
Ih ~ i^ ' Oi ~" F' 

Remarque. — Lorsque sin a = o, on en deduit tv = o, ts — o et, la 
caracleristique etant indeterminee, la surface se reduit a un plan. Si 
Ton a cos/3 = o, on obtient une surface do quatrieme classe, engendree 
par le cercle osculateur d'une ligne a double courbure, c'esl-a-dire un 
cas particulier des enveloppes de spheres. 

•t. Sur les surfaces precedenles, comme sur les envelo[)pes de 
spheres, les lignes de longueur nulle, dont la delermination entraine, 
comme on sait, celle des lignes isometriques, sonl delerminees evi- 
demment par une equation lineaire en siny, cosy, reduclible a une 
equation de Riccati. 

Les points P = o ne sont pas des ombilics; Tequalion des lignes de 
courbure pourrait, dans le cas actuel, etre tout entiere divisee par le 
facteur P. II est important d'etablir qu'en ces deux points Tune des 
courbures principales devient infinie; la surface n'admet, d'ailleurs, 
aucun ombilic isole. 



I Go DEMARTRES. 

Les equalions des ombilics sont. en effet, 

— - =1 o, XV — R - — o, 

e*est-a-clire, dans le cas actueU 

P — o, iV p- = o. 

Ces equations ne donnent evidemment aucun ombilic, a inoins que 
les deux ionctions S et P, lineaircs toutes deux en sin^, cos^, ne 
soient proportionnelles, auquel cas il y aurait sur la surface de ver- 
taines generatrices particulieresdonttous les points seraienl des ombi- 
lics, comme cela a lieu pour les enveloppes de spheres; mais il n'y 
aura jamais d*ombilics isoles. 

4. Nous rattacherons aux surfaces preccdentes celles pour lesquelles 
la quantite H'^ est lineaire en sin^, cosp; pour qu*il en soit ainsi, on 
doit avoir 

En nous bornant toujours aux surfaces reeiles, nous aurons los deux 
conditions 

i' r= O, N - m, 

■ 

lilies expriment que le centre du cercle coincide avec le point cen- 
tral de Taxc, et que son rayon est egal a Tinverse du paranietre de dis- 
tribution des plans tangents a la surface des axes le long de celte gene- 
ratrice particuliere. 

Nous appellerons surfaces a focale isolrope celles qui, sans etre 
enveloppes de spheres, donnent pour H une function lineaire de sin 9, 
C0S9. 

Pour justifier cette denomination, j*observe que Ic deplacement d'un 
foyer 

X-r^O^ V z= O, S^. R\' — I 

est donne par les formules 

8x -_ u dl, 0^' ^ vdl- m \^^^i dl, Iz = wdl-{- R' y'— i dl^ 
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La deferenle est alors une surface reglee aslreinte a couper une 
sphere fixe suivant une ligne de longueur nulle; on pent oblenir aise- 
ment Tequation finie de toutes les surfaces reglees de celle nature. Je 
reviendrai plus loin sur ces resultats (Probleme V). 

III. 

Probl^he. — Trouver les surfaces cerclees telles que la somme des cour- 
bures principales soil constante le long de chaque generatrices et variable 
d'une generatrice a la suivante. 

1. La somme des courbures principales 1 est donnee par Tequation 

Si 2 est constamment egal a o, on ne peut rien at&rmer sur la forme 
de la fouction H. J*etudierai tout a I'heure ce cas parliculier. En ge- 
neral, 1 etant une fonction donnee de /, {'equation precedente montre 
que 11 doit elre ratiounel en siuf , cos(p; c'est done parmi les surfaced 
a focale isotrope que nous devons chercher la solution, en laissanl 
d'abord de cote les enveloppes de spheres. 

Si Ton fait alors la substitution indiquee dans le Tableau (T), on 
trouve 

^, _ sma(2 sincp -T- sinP)P -I- RS — N sin a cos ^ 

ou 

Rs(cosacos?cos:p -h sin^sincp -t-i)* 

zn sina(2 sin© -i- sinp) (cosacospcoso H- sin^sin^p -h i) 
-i- R(P'sinacoscp -h a' sincp -i- a' sinp) 
— sinacosP(p + sin p cos a cos cp — cospsin^p). 

Cette equation est du second degre en sintp, cos<p, c*est-a-dire de la 
forme 

A cos*(p 4- 2Bsincpcos«p -h Csin'^p -f- sD cos<p -i-sEsin© -h F^o: 
comme elle doit avoir lieu quel que soit 9, on doit avoir 

A^F=:o, A~C==ro, B=iD=::E = o; 



1 
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ecs cinq relations deviennent ici, toutes reductions faites, 

RS(i H- cos* a cos* ?) =i sinasinp 4- Ra' sinp — o sin a cos?, 
Rs(cos*acos*p — sin*3) =— 2 sina sin?, 
(H 2 sin? — sin a) cosacos? = 0, 
riRS cos a cos? =: R?'sina, 
2RSsin?z^3 sina -h Ra'. 

Telles sont les cinq equations de condition qui donnent lieu k une 
discussion •facile : 

IT 

1° a = - est a rejeter, car on a alors 

2SRsin? = 3, SRsin? = 2, 

qui sont incompatibles; 

2® De meme /3 = - conduirait aux trois equations 



RS zzi sin a 4- Ra' — 2 sin 2 :--_; J sin a -+- J Ra', 

qui sont encore incompatibles; 
3° Reste la solution 

RSsin? ::= sin a. 

Or, on voit aisement que sinjS ne pent etre nul ; si alors on multiplie 
la seconde de nos equations de condition par sin/3, elle devient 

cos* a cos-? — sin*? - — 2 sin*?, 

resultat evidemment absurde, si Ton se limite aux valeurs reelles 
de a, |3. 

On conclut de la qu'il n'exisle parmi les surfaces a focale isotrope 
aucune surface reelle repondant a la question; ct, comme H doit nean- 
moins etre rationnel en sin9, cos(p, il ne pcut plus y avoir que des 
enveloppes de spheres. 

Cela pose, sur une telle surface, une des courbures principales reste 
invariable le long de la generatrice; done, si la soinnie des courbures 
reste constante ou, plus generalement, s'il existe entre ces deux ele- 
ments une relation fixe donnee, les deux courbures principales seront 
Tune et Tautre invariables. En pareil cas, il est clair que la conique de 
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M. 0. Bonnet devra se reduire a un cercle; la surface sera done de 
revolution. Faisons, dans Tequation precedente, 

T3 :— O, p =: O, U '-^ O, i' n= O, iV r.zz I , 

ce qui revient a prendre, pour variable I, la distance du plan du cercle 
a un plan parallele fixe; il vient 



Mais 



on aura done 



It s 
ou 



al cos V 

dl 
tan''' V — • 

H sin V :--- Ts R rfR ; 



di{ ~ / 



i/R2- ( fzlXdR 



equation qui definit le meridien de la surface. 

2. Eludions maintenant le cas ou 1 est constant et egal a o dans 
loute Tetendue de la surface; en d'autres termes, cherchons les sur- 
faces minima a generatrices circulaires. 

Si nous considerons d'abord le cas des enveloppes de spheres, nous 
aurons la solution en faisant 1 = o dans le resultat obtenu plus haut, 
ce qui donne, en appelant C une constanle, 

ril C 

^^^^ I. • 

'^^^ ~~ \/ik' - (? ' 

c'est Tequation d'une chainette. 

Rcvenons au cas general des surfaces minima; la relation donnee 
pent s'ecrire 

Comme elle doit avoir lieu pour toute valeur de f , les termes qui 
contiennent en facteur une puissance impaire de cos^, divises par 
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cosf , donneront une foDction enliere de sin<p qui devra elre identi- 
quement nulle; les lermes qui ne dependent que de siny et cos'y don- 
neront une seconde idenlile; or, parmi ces derniers, le lerme du degre 
le plus eleve en siny, c'esl-a-dire le ternie en sin' 9, a pour coelficient 

En nous limitant aux surfaces r^elles, il ne pent elre nul que si 
cr = o, ce qui eniraine p = o, 
L*idenlile devient alors 

ir(i'cos© — wsin^p)* 

-f- R[(wtr' — ivu') cos«p -H (nv' — ivv') sin^ 4- IV tr'— ivR"] 

Si Ton ecrit qu'elle a lieu pour toutes les valeurs de 9, on oblienl 
cinq conditions dont deux sont identiquement satisfaites et dont les 
trois autrcs sont 

— tr('2— (r//*-f-RirR*— RR'a'— n^R'* — tv'^o, 

R mv' — R wit' 4- 2 \X'U R' =:: o, 
Wviv' — Kiw' -\- 2(rrR' rrr O. 

Les deux dernieres s'integrent immediatement et donnent 
a, b etant des constantes arbitraires. On en conclut - = const., c'est- 

H 

k-dire que le lieu du centre est une courbe plane; noire axe OX elant 
actuellenient indelermine, prenons-le dans le plan de la courbe des 
centres; nous aurons 

et la premiere de nos equations se reduira a 

— ivu'^ 4- R (r R" — RR' i\>' — iv R * — il' - o. 

Prenons R pour variable independante; elle devient 

R* 

iv' h R«''4- iV 4- <v'=: O. 

a* 

Considerant w^ comme une fonction de R', elle s'integre immedia- 
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tement, et, en designaot par c une constante arbitraire, on trouve 



Ell resume : 

Lc plan du cercle se deplace parallelement a iui-ineme; le centre 
decrit une couibc plane, ct si Ton prend I'axe des x parallele au plan 
du cercle, Taxe des j perpendiculaire, les equations du lieu des centres 
sent 

dz --i: — -_ _ :. — — -"-^ziiz— 5 ax 1= 



SC' i\' -f- a' l(* - c'- a* V c*» *^* -^ ^*' IV— c* a^ 

On retrouve ainsi la surface minima de Riemann. 

3. La methode precedente s'applique, pour ainsi dire sans modifi- 
cation, k toutes les questions analogues. Si la condition imposee ne 
met pas en evidence que H doit etre rationnel en sin^, cos(p, on cherche 
s'il ne serait pas necessaire que IP fut du premier degre en siny, cosy. 
II en est ainsi, par exemple, lorsqu*on exige que le produit des cour- 
bures principales ne change que d'une generatrice a Tautre. En lais- 
sant de cote les surfaces de revolution, qui sont evidemment dans ce 
cas, on est conduit a faire (^ = o, m — ty dans Tequation de condition. 
Qn est ainsi conduit a reconnaitre que nulle surface de cette nature ne 
repond a la question. 

Pour les surfaces de revolution, en appelant a^ le produit des rayons 
de courbure principaux, on a 

^V . ,. RH 

al a* 

OU 

dV . 2RR' ,._ ., ,,,. 

2 -—sin V cos V — — , - (HcosV ~ R ); 
cil a' 

on sera ramene a inlegrer cette equation pour avoir le meiidien. 

Considerons, par exemple, le cas ou a est constant, c'esl-a-dire celui 
des surfaces applicables sur la sphere; si z est Tordonnee d'un paral- 
lele de rayon R, on a 

-. dz 
la..g\ = ^^. 
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L*equation precedente devient 

On retrouve la surface de revolution bicn connue, applicable sur la 
sphere. 

On demonlrerait de meme que les seules surfaces pour lesquelles 
une des courbures principales reste invariable le long de chaque gen^- 
ratrice sont les enveloppes de spheres. II est inutile d*insister sur ces 
calculs dont la marche est toujours la meme et qui, d'ailleurs, ne 
donnent ici aucun resultat interessant. 



IV. 

Probl^me. — Determiner les surfaces cerclees telles que rinclinaison 
d'une ligne asymptotique sur la gdneralrice soil la mime pour tous les 
points de celle-ci, cette inclinaison pom^ant, d'ailleurs, varier d'une 
generatrice a une autre. 



1. L'equalion (21) des lignes asymptotiques est 



I R -i7 — N . — h wsincp I sm't -h 2H -.— smi 
\ at df / o^ 



cos/ 4- Q cos-/=o. 



On voit que H doit encore ici etre une fonction rationnelle de cosf , 
sinf); en laissant de cote les surfaces etudiees dans le § II, on ne pent 
avoir que des enveloppes de spheres, et, comme ici Tinclinaison 1 deter- 
mine le rapport des courbures, les surfaces cherchees sont de revolu- 
tion. Si nous faisons dans Tequation precedente 



elle devient 



Or 



done 



M =: rizL O, W =: p =z O, 



R -yj sin' / -4- i v cos* 1 ~ o. 
at 



ivT^R'langV, 
R dV sin' i -h d\\ lang V cos- 1 ~ o. 



lG8 DEMARTRES. 

Soit z la distance d*un plan du cercic a un plan parallele fixe, on a 



fl^RtangV = r/c. 



On en deduit, sans ditrieulte, 

, J K C»nK« / 



"^ r/H, 



I / 7. 



#/R 



aiiK* f 



pour Tequation du meridien. 

2. II resle a examiner le cas des surfaces determinees dans le pro- 
bleme II. Faisons la substitution indiquee dans le Tableau (T). En 

posant 

lang/--A, 

ridentite precedente devient 

\-Il(3' sinacoscp •+- a' sill'f -h a' sill^) 

— A* sina oos3(p -^ siii3 cosacos^ — cosfi siri'i ) 

-t- (?.A sin a cos? -f- sill a sill |3) (cosacos^coscp -h sin p sirup -f- 1) 

-f- (A--I- i) si n a sin 5 (cos a cos 3 cos o -h sin? sin© -hi) = o. 

Celle identite est du second degre. Le terme en sinycosy devant etre 

nul, on a d'abord 

(A* i i) sinacosacos? = o, 

d'ou Ton deduit, en reniarquant que sina = o donne un plan, et 
eos|3 = o des enveloppes de spbferes, 



4« 



Le terme en cosy devient alors 

A'R?', 

et, comme il doit etre nul, j3 est constant; inequation ne contient plus, 
ces deux conditions etant supposees satisfaites, aucun terme en cosy. 
Les tcrmes en siny et sin^o doivent alors etre nuls, ce qui donne 

(A--:- 1) sin? -~. o, (A'-f- i)sin'? -h- sin?=:o, d'ou ? — o. 
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Le terme en s\n(p et le terme constant sont alors 

(siA*-h 1) sino, — A'p-f-2A. 

II est impossible de les annuler ensemble dans le cas de surfaces 
r^elles, puisque p serait imaginaire. 

On en conclut que les surfaces de revolution determinees plus haul 
sont les seules qui repondent a la question {*). 



V. 

Prorlj^me. — Trouver les surfaces telles que rinclinaison des Ugnes de 
courbure sur une generalrice circulaire soil invariable tout le long de cette 
generatrice. 

I. Soit / rinclinaison donn^e; si Ton pose - =cota/, on devra 



2 



avoir, pour toute valeur de y (i8), 



AH -3 — h R -^7 — <v — N -V- = o. 
ao al (79 

Les surfaces enveloppes de spheres repondent ^videmment a la 
question si A est constamment egal k o. Si A n*est pas nul, la surface 
doit etre une des surfaces a focale isolrope etudiees dans le pro- 
bleme II, car H doit etre une fonction rationnelle de sinf , cos^. 

Faisons alors la substitution indiquee dans le Tableau (T); nous 
aurons 

(A sinacosp — sinasinp) (cosacospcostp -+-sinpsincp -hi) 

-h R(P'sinacoso -h a'sintp H-a'sinP) 
— sina cos?(p -+- sinp cosa cos<p — cosp sin©) = o. 

Cette relation, lineaire par rapport a sinf), COS9, donne les trois 
equations de conditions suivantes : 

(A sina COS ? — sinasinP)cosacos? 4- Rp' sina — sin a cos a sin p cos ? = o, 
( A sin a cos p — sin a sin P) sinp n- Ra'4- sinacos*p=:o, 
(A sina cos P — sina sin P) -+- Ra'sinp — psinacosp:=o. 

(0 Nous avons laiss^ de c6t6 I'hypoth^se A*-t- i = o; on s'assure ais^ment, en la trans- 
portant dans Tidentit^ k verifier, qu'elle entralne sin a cos p = o. 

Ann, de I'Ac, Normale, 3*Serie. Tome U.— Mai i885. 22 
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Eliminons A pour avoir les conditions qui se rapportent a la nature 
meme de la surface, nous obtenons 

Ra'cos^ -4- sinacos^^-psin«sinp~o, Rp'-i-pcos« = o. 

Cesdeux relations sont precisement les equations (A) dela page 161; 
elles expriment que le pole est fixe et, par suite, que la surface est 
une anallagmatique. 

Comme d'ailleurs la focale est isotrope et qu'elle coincide avec Tin- 
tersection de la sphfere directrice et de la deferenle, cetle focale doil 
se reduire a des generatrices de la sphere en question; ces conditions 
sont d'ailleurs suffisantes et Ton est conduit au theoreme suivant : 

Theor^me. — Les seules surfaces dont chacjue generatrice circulaire 
coupe a angle constant toutes les lignes de courbure sont les surfaces 
anallagmatiques telles que la deferente et la sphere directrice se coupent 
suivant un systeme de droites isotropes. 

Le nombre des generatrices composant Tintersection de la directrice 
dela deferente ne saurait etre egal a 3; du moins, danscecas, la defe- 
rente etant reglee et admettant trois directrices rectilignes serait deter- 
ininee et coinciderait avec la sphere directrice; les spheres bitangentes 
orthogonales seraient toutes de rayon nul et leur enveloppe se redui- 
rait a la directrice meme. 

Si rintersection se compose de deux generatrices de la sphere, elles 
sont necessairement du meme systeme; sinon elles se rencontreraient 
et, la deferente se reduisant a un plan, Tenveloppe serait une droite. 

On devra done prendre pour intersection deux generatrices du meme 
systeme D, D' de la sphere. Une droite s'appuyant sur D, D' et astreinte 
a rencontrer une courbe flxe et d'ailleurs arbitraire c engendrera la 
deferente. 

2. Le probleme est resolu dans le cas general et la solution depend, 
comme on le voit, d'une function arbitraire; la nature de la courbe c, 
lorsqu'on assujettira la surface a une condition restrictive quelconque, 
se determinera par une integration qui, en general, ne presentera pas 
de difficulte. 
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Supposons qu'on veuille, par excmple, que rinclinaison i, deja 
constante le long de chaque generatrice, soil invariable sur toute 
Tetendue de la surface; on obtiendra immediatenient une nouvelle 
integrate. Pour le faire voir, reprenons la question du commencement; 
les trois equations de condition peuvent, comme on le voit aisement, 
etre mises sous la forme suivante : 

B'sinS a' cos a COS a 

- o. 



cosfi sin a K 

a'cos« p'(A sin^cosp -f- cos*p — sin*P) 
sin a (A cosp — asinfJ) cos[i 

p — (Acos^ — 2 sinp)cosp. 



— o, 



La premiere s'integre dans tons les cas (R'= cosa) et donne 

• R sin a cos P — a, 

a etant une constante arbitraire; elle donne, sous une autre forme, la 
solution generale doja obtenue. 

La seconde s^integre dans le cas oil A = const., et I'iutegrale 

n cos3(Acosp — 2 sinP) sin-a — m, 

oil m, n sont deux nombres arbitraires, complete alors la solution. 

L'interpretation geometrique de cettc nouvelle integrale ne parait 
donner aucun resultat interessant; observons, cependant, qu'on peut 
en deduire une relation equivalente tres simple, savoir 



m 

^ n 



En outre, on peut obtenir le rayon en fonction de Tare /de la trajec- 
toire du centre par une nouvelle integration; en eflel, si Ton observe 
que cosa = R' et qu'on elimine j3 entre les deux integrales deja obte- 
nues, il vient 

4/i*a*R«R''— - AAi'R* h2/ia«(mA-f-2/i*)R*— /i«a*(A*-+-4). 

On voit que R^ s'exprime a Taide de fonctions simplement periodiques 
portant sur la variable /. Des lors toutes les fonctions inconnues dont 
la question depend se trouvent completement determinees. 
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3. Particularisons autrcmcnt la question : sans rien prejuger sur la 
fonction A, supposons qu'on veuille que R soit constant. 
On aura alors 

R' z=z cos i^=zO, at = - ; 

2 
Tequalion R|3' -h p cosa = o donnera 

^ = consi. 

iMais alors les deux derni^res equations de condition (p. 169) monlrent 
que /9 et A sont tous deux constants. La surface obtenue ici est done 
tout a fait particuliere et rentre dans celles du numero precedent. 
La solution es(» en somme, donnee par les equations 

cosp=Tj» M--cosp, i^ — o, ir~sinp, />=:—, /• — __col[i, 

^ — -•— z s > langa i =r sin 2 3. 

sin p cos fi ° ^ 



Interpretons ce resultat. 

Le point P a pour coordonnees 

jT — o, 7~— -=— Rsinp, z — o\ 

le plan du cercle enveloppe un cone de sommet P et le centre s'ob- 
tient en menant une perpendiculaire dans chaque plan tangent a ce 
cone, par le sommet P, a la generatrice correspondanle, cette perpen- 
diculaire elant egalc a Rsin^. 

D*autre part, le rapport - mesure la tangente du demi-angle au 

sommet du cone osculatcur a cclui qu'enveloppe le plan mobile. Ce 
rapport elant ici constant, le cone en question est de revolution et son 
demi-angle au sommet est donne par la relation 

langO :-— col 3. 

On en conclut que la droite PO decrit un plan perpendiculaire a 
Taxe du cone enveloppe par le plan du cercle; sa longueur est con- 
stamment egale a R sin/3, I'axe du cercle fait avec celui du cone un 
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Je ne traiterai pas le probleme dans le cas general et me contenterai 
defairela remarque suivante : TequalioD precedenten'est qu'eo appa- 
rence du troisieme degre en siof » C0S9 et se reduit, des qu'on efTectue 
le calcult ^ la forme 

Asin'tp 4-B sincpcos(p-+-Ccos*«p 4-D sin<p -+-Ecos<p -f-F=io; 

elle (lonne done, en ecrivanl qu'elle a lieu pour toute valeur de f, cinq 
equations seulement entre les fonctions inconnues qui sont ici au 
nombre de six; la solution doit done elre beaucoup moins restreinte 
qu'elle ne le parait au premier abord. 

Je me bornerai a resoudre le probleme dans deux cas : les enveloppes 
de spheres et les surfaces a focale isotrope. 

2. Dans le cas des enveloppes de spheres, le facteur d'integrabilite 
doit etre de la forme ii> et Ton doit avoir 

ou 

A(pi'C0S<p -h R'('sin<p -+- v*) -f- (RA)'(i^sin<p h-R') ~ AR(R'-!- c'sin<p) :=:o; 

d'oii Tod deduit les trois equations de condition suivante : 

Apt'^io, ARV-+-HAW^-AR^'' = o, A^^»-- ARR''+ R'(AA)'=io. 

A ne pouvant etre nul, nous aurons 

i' 1=: o ou p =1 o. 

Si Ton avait (^ = o, on en conclurait R'= o ou /? = o, a cause de la 
relation iw=p'RK; enfm, siR'=o, on doit supposer /? = o. 

On retrouve ainsi les surfaces de revolution et les surfaces canaux. 
Supposons maintenant p = o; la seconde equation pent s'ecrire 

R' A' ^'' 
^R-^A-7--^^' 

d'oii, en integrant, 
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a Atant une conslante. Portons cette valeur dans la troisi^me equation, 
elle dcvient 

Pour rinlegrer, posons 

nous aurons 
U faut rejeter la solution R'= o qui donnerait 

A»a«R*=:o. 

Nous avons done, en integrant, 

b etant une nouvelle constante. 

" Le probleme est done resolu par les equations suivantes : 

A ^' ' ^RR^ on. 

l^v/a«R*— 6* v/a«R«- ^^ '^ 

Interpretons eelte solution : 

p = o indique que le plan du eerele generateur enveloppe un 
eyiindre. Gherehons-en la seetion droite : le point oil OY reneontre la 
earaeteristique a pour eoordonnees 

w 

P 

On a 

Ix -— O, V := O, ly :=z V dl — l'-\ dL 

Or iei 

w _ sjanv—b' /a>y_ <iRR^ _ 
P~ « ' \p) "" v/a«R«— ^* "*"' 

done $j = o; done enfin le plan du cercle tourne autour d'une droile 
fixe L. 

II en resulte que le eentre de la sphere enveloppee deerit une eourbe 
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situee dans un plan perpendiculaire a L. Comme la solution laisse 
subsisler une fonction arbitraire, celte courbe deferente pourra etre 
choisie d'une maniere quelconque. 

Le centre C de Tenveloppee a pour coordonnees 

*^ p 

Soit K le |)oint ou L rencontre le plan decrit par ce point C; ses coor- 
donnees sont 

./• ^= o, >• = > c = o ; 



on en conclut 



KC = 



i r' -f- ii 



r.2 



P' 

Mais le rayon J{. de Tenveloppee est lie a R par Tequation 



v^ 



On aura done 



P^ 



iV'- 



/RR'\* a*R* — 6* b^ 

p- \ V ) a* ^*' 

(lone Tenveloppee coupe orlbogonalement une sphere fixe, et Ton 
obtienl le theor^me suivant : 

THEORfeME. — En laissant de cote les surfaces de revolution et les sur- 
faces canaux, les scales enveloppes de spheres qui soient divisees en 
carres par leurs lignes de courhure sont definies par les deux conditions 
suivantes : 

1° Le centre de V enveloppce parcourt une ligne plane; 

2^ Cette envehppee coupe orthogonalement une sphere fixe ayant son 
centre dans le plan de la courbe des centres. 

Remarque. — 11 est bon d'observer que les lignes de courbure s'ob- 
tiennent immediatement; si Ton integre Tequation 

R ^:5 -h r cos r:»ciiz=zo. 



/ 
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on a 

/^rf/+loglang(|-i)=o 

Oil 

log lang - — -^ 4- / _, = o. 

On peut, d'ailleurs, remarquer que yr-; — est un facteur d'integrabilile 
el que, par suile, Tequation des trajectoires peut aussi s'ecrire 

^7 Rcos® = const. 

M 

Ccs deux integrates sont evidemnDent identiques. 

2. Surfaces a focale isolrope. — Reprenons Tequation generate 

Si nous y faisons la substitution indiquee dans le Tableau (T), elle 
devienl 

— A ( cos a cos ? coscp -h sin p sin o -+- 1) (sin? cos a sin tp 4- cos 3 cos cp) 

— A(p 4- sin? cos a cose* — cos 3 sin 9) (sin? cos ?p — cos « cos? sin 'f) 

— (RA)^(cosacos? coso 4- sin?sin« 4- 1) 

4- RA[?'cos?sincp 4- (cosacos?)' sincp] = 0, 

Taccent indiquant toujours une derivee prise par rapport a /. 
(lette relation est de la forme 

a cos*® 4- ^sin«cos3> 4- csin'© -\-dcos^ 4- esin?& 4- / =^0, 

et, pour qu'elle se reduise a une identite, il Taut qu'on ait 

Z; = o, d^=o, c = o, a 4- c ^=: o, a — / = o ; 

la premiere equation a lieu d'elle-meme, ainsi que la qualrieme. II 



•» 
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resle done seulemenl trois conditions, savoir : 

(RA)'4- Acosa = o, 

— A sin p cos a -H Ap cosa COS? = (RA)' sin? — RA ?' cos?, 

— A cos? — Ap sinp = (RA)' cosa cos p— (R\) (cosa cos?)'. 

Si Ton remplace, dans les deux dernieres, (RA)' par — A cosa, elles 
deviennent, loutes reductions failes et supprimant la solution sina = o 
qui donncrait un plan (*), 

P cos a 4- R?' = o, 

p sin ? sin a -h cos ? sin a -+- R a' cos ? = o. 

Ces relations sont precisement celles qui detinissent les surfaces 
anallagmaliques a focale isotrope. Done : 

TiiEORtME. — Les seules surfaces cerclees a focale isolrope qui soient 
decomposees en carres par les generatrices circulaires et leurs trajecloires 
orthogonales sont les anallagmatiques dont la deferenle et la directrice 
se coupent suivant une ligne de distance nulle, 

Remarquons enfin que le faeteur d'inlegrahilile p est immediateineiit 
obtenu, car la premiere equation de condition donne immediatement 

m etant une constante arbitraire; la fonelion 

^^^(^dt-^Wd'.) 

sera done une differenlielle exactc. 

3. Les surfaces qui repondent aux deux dcrnieres questions sonl 
anallagmatiques; la deferente est reglee et coupe la spbere directrice 
suivant une ligne de longueur nulle. II est necessaire de donner, sous 

( *) Notro methodo s'appliquo sans modification a I'^lude des systemes do ccrcles sitiics 
dans un plan. Jci on retrouverait ais^ment la solution connue de co probleino : Dwiscr //// 
plan en carres par une sc'rie de ccrcles et leurs trajecloires orthogonales. 
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forme finie, Tequation generate des surfaces reglees qui coupent une 
sphere siiivant une pareille ligne. 

La surface reglee (levant etre reelle, la sphere sera imaginaire; 
sinon, toule droite reelle, aslreinte a glisser sur une generalrice dr 
cette sphere, glisserait egaleinent sur la generatrice conjuguee; h\ 
deferenle serait alors, ou un plan, ce qui reduirait Tenveloppe des 
spheres a une droite, ou un cone. Mais ce dernier cas ne peut se pre- 
senter; la focale, en effet, nc peut se reduire a un poini, car les coor- 
donneesdu foyer salisfont a I'equation 

ox = dl cos p, 

et cos^ ne peut etre nul pour aucune des surfaces considerees. 
Soit done 

jc^ -\- >•' 4- ^' -+- rt'= o 

i'equation de la sphere directrice. Choisissons sur celte sphere la gene- 
ratrice 

j: 4- £ V = o, z=: a I, 

Pour qu'une droite reelle 
rencontre constamment cette generalrice, on doit avoir 

p=^an, ^= — am, 

Les equations de la droite mohile seront done de la forme 

.r =z mz -^ ariy y := nz — am, 

et Tequation generate des surfaces reglees cherchees sera, des lors, 

^{zx — aV) ZY H- ax, a^-\- z-) ^=0, 

o etant une fonction homogene quelconque, a trois variables. 

On obtient ainsi, sous forme finie, les integrales des problemes pro- 
poses; cherchons les cyclides qui repondent a la question; si Ton 
choisit pour 9 une forme lineaire, la deferente est un parabolo'ide. 

On peut aussi prendre pour o une forme quadratique particuliere, 
savoir 

A [(xz — «>')*+ O'z -h axy] 

2[B{xz — aj) -h C(yz -h ax)](z''-h a^) -h l)(«*4- «*)*= o. 



1 8o DEMARTRES. 

En effet, z' -h a^ apparait alors en facteur et, en le supprimant* il 
reste un hyperbolo'ide k une nappe. Si B el C sont nuls, la surface est 
un tore. Sinon la directrice toucbe la deferente en deux de ses ombilics 
ot renveloppe est une cyclide de Dupin. 



NOTE. 

Quelques-uns des resuUats elablis analyliquement dans la seconde 
Parlie de ee travail sont susceptibles d'une demonstration geometrique 
que nous croyons devoir indiquer rapidemenl. 

Spheres bitangentes. — Soient G, G' deux generatrices circulaires 
situees dans des plans Q, Q' et S une spbere quelconque passant par G ; 
cetle spbere coupera G' en deux poinls M,, M'^ et la corde M,1M', coupera 
la droite d'interseclion de Q et Q' en un point P, qui sera d'egale puis- 
sance par rapport aux deux cercles consideres. Ce point restera fixe 
quand on fera varier le rayon de S; c'est le centre radical Akt G et G'. 

La spbere S etant supposee fixe, supposons que G' se rapprocbe inde- 
finimenl de G; 51,, M', tendront vers des points determines M, M'de G, 
et P, versun point P situe sur lacaracteristiquedu plan Q; la corde MM' 
ira passer par le point P [fig, 3). Done cbaque point pris sur Taxe OZ 

tig. 3. 



M^.* P 



Si: 




du cercle G est le centre d'une spbere tangente a la surface cercl^e en 
deux points de G; toutes les cordes de contact sont concourantes: 
toutes les spberes de deux series conseculives coupenl ortbogona- 
lement une spbere fixe ayanl P pour cenire; d'ailleurs, a une se- 
cante MM', correspond une spbere bilangenle, et une seule, el reci- 
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proquement; M, M' torment ce que aous avons nppele un couple fie 
poinls conjugues (^). En ces ileux points les plans tangents font des 
angles egaux avec le plan Q et, par suile, coupent I'axc OZ au meme 
point; leur droite irintersection trace deux divisions homographiques 
sur OZ et sur la polaire CC de P; elle decrit done un byperboloide. 

Points remarquables, — Si la sphere bitangente se reduit a un plan, 
la corde MM' devient la caracteristique A A' du plan Q; en A, A' les 
normales a la surface sont paralleles a OZ, et le cercle G est tangent a 
une ligne asymptotique de la surface. 

Si S admet G comme grand cercle, la corde M,M',, qui est loujours, 
dans I'espace, perpendiculaire a la droite menee du centre de S au 
centre de C, aura pour limite la perpendiculaire menee de P k la lan- 
genle de la ligne des cenircs 0, projetee sur le plan Q; cette droite est 
celle que nous avons appelee axe radical;}es points a, a' qu*elle deter- 
mine sont ceux oii la normale a la surface est tout entiere dans le plan Q. 

Cbercbons les points oil la generatrice G toucbe une ligne de cour- 
bure; de part et d'auire d'un tel point, il doit s'en trouver deux infi- 
niment voisins, tels que la corde qui les joint soit perpendiculaire a la 
droite d*intersection des plans tangents correspondants; mais alors ces 
deux plans tangents sont egalement inclines sur le plan Q : les deux 
points donl nous parlous sont done conjugues; les points de conrhure 
sont done les points de contact des tangentes issues de P. 

Surface des normales. — Cbercbons enfin la surface 1, lieu des 
normales aux differents points de G. La trace de cette surface sur le 
plan Q se compose du cercle G et des deux diametres Oa, Oa'; cela 
donne en tout un lieu du quatrieme ordre, et, comme cbaque point de 
ce lieu, sauf a,, u\, est certainement un point simple de 1, celle-ci est 
une surface du quatrieme ordre; cela resultera d'ailleursde ce qui suit. 

Cbercbons les points doubles de 2; de cbacun d*eux partent deux 
normales ayant leurs pieds sur G; comme toute normale doit rencon- 
Irer OZ, la ligne double se scinde en deux : d'une part, I'axe OZ qui 
correspond aux couples de points conjugues; d'autre part, le lieu des 
points d'oii Ton pent mener deux normales ayant leurs pieds diametra- 
lement opposes. 

(!) II esl cntcndii que nous laissons do c6t6 le cas des cnvplnppcs dc sphnros. 
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Or ce dernier lieu a, sur OZ, un point bien determine correspondant 
HU cas ou les pieds des normales sont a la fois conjugues etdiamelra- 
lemenl opposes et, par suite, apparliennent au diametre PO. Soit H ce 
point; si nous menons par OZ un plan queleonque, il coupera le lieu 
chercheen un point unique distinct de H; doncce lieu est uneconique; 
elle coupe I'axeOZ en Het lageneratrice G aux deux points a,, a',. Son 
plan est ainsi determine; il rencontre les paralleles a OZ. menees par 
A, A' en deux points qui achevent de definir la conique. 

(lette courbe, i'axe du cercle et le cercle lui-meme constituent les 
Irois directrices de la surface cherchee. 

Ce qui precede met en evidence une serie de conhques appartenant a 
la surface des normales; en effet, le plan mene par le centre d'une 
sphere bitangente et la corde des contacts correspondante coupe la 
surface suivant une courbe du quatrieme ordre composee des deux 
normales et d'une conique. 

Toutes les coniques ainsi obtenues s'appuient en deux points sur la 
conique double et rencontrent constamment les deux droites olol^^ a' a',. 
Leurs plans enveloppent un cone ayant pour sommet P et pour equa- 
tion, dans notre systcme de notations, 



ERRATA. 



Page I i5, ligno 1 1, et page 147, ligne 10, an lieu de Ribaucour, Uscz 0. Bonnet. 

Page lOo, ligne 4 en remontant, mettre apres lo mot anliarmoniqiie un renvoi ) ^t ^''^ "ote 

siiivanle : 

( » ) Co th(Jor6mo a ele donn6 par M. llibaucour pour le cas parliculier des enveloppes 
(le spheres. 
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EXTRAIT D^UNE LETTRE 



De m. markoff, 



privat-I)0«:ent a i/universite de saint-petersbourg. 



Pcnnettez-moi de m'adressera vons eomme au Secretaire des-l/zwa/^A* 
scientijiques de I'Ecole Normale superieure, a roccasion du Memoire de 
.M. T.-J. Slielljes : Quelques recherches sur la theorie des quadratures 
dites mecaniques^ public dans ce Journal (n*^ 12, annee 1884). M. T.-J. 
Stielljes, dans le n^ 5 de son Memoire, etablit quelques inegalites 
que j'ai deja demontrecs dans le Memoire Sur certaines inegalites de 
M. Tchebychef [Mathematische Annalen, I. XXIV, p. 172-180). 

J*ai attribue ces inegalites a M. Tcbebychef et j*ai signale son 
Memoire Sur les valeurs limites des integrates [Journal de Liouville, 

annee 1874)- 

La demonstration de M. T.-J. Stieltjes ct la mienne sont identiques. 
Opendant M. T.-J. Stieltjes n'a fait aucune mention de moi ni meme 
de M. Tchebychef. 

J'ajoule encore que, dans mon Memoire Sur certaines applications 
des fractions continues^ public en russe, ces inegalites sont considera- 
blemenl generalisees. 



NOTE A L'OCCASION DE LA RECLAMATION DE M. MARKOFF, 



Par M. T.-J. STIELTJES. 



En teponse a la reclamation de M. Markoff, je dois declarer que c'esi 
seulement par lui que j*ai appris Texistence de Particle dcM. Tcheby- 
chef Sur les valeurs limites des integrales [Journal de Liounlle, 1874), 
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ou se trouve deja Tenonce des inegaliies en qucslion. Jc regrelte bien 
(le n'avoir pas coniiu plus tot ce travail. 

Du reste, mes recherchesont ete tout a fail independanles de celles 
de MM. Tchebvchef et Markoff; en effet, mon travail a ete remis a la 
Redaction des Annales de I'^cole Normale vers le milieu du mois de 
mai 1 884* et je viens d*apprendre que la livraison des Maihematische 
Annalen contenanl Tarticle de M. Markoff n'est arrivee ici a la biblio- 
theque de TUniversite que dans la secondc moilie de septembre i884- 

Nalurcllement, je reconnais volonliers que M. Markoff a, le premier, 
publie une demonstration des inegaiites de M. Tchebycbef. 

Je veux profiter de cette occasion pour ajouter une remarque nou- 
velle au sujet traite dans mon Mcmoire. 

La demonstration des inegaiites de M. Tchebycbef en forme bien 
une partie essentielle; mais, pour le but que je me suis propose, il 
n'est pas moinsessentiel de demontrer que les Aa convergent vers zero 

avec-- Ce point important, je I'ai demontre d'une maniere indirecte 

et en m'appuyant sur le developpement d'une fonction arbitraire par 
la serie de Fourier. II semble pourtant tres desirable d'etablir cela 
d*une maniere plus simple et plus directe, mais mes efforts dans cette 
direction n'ont pas conduit au but desire. 

On pent voir, dans une Note que j'ai presentee a I'Academie des 
Sciences et qui se trouve dans les Comples rendus du 22 septembre 1884, 
que la question a laquelle je toucbe ici a une liaison intime avec la 
convergence d'unecertaine fraction continue. 

Voici maintenant une propriele nouvelle des coefficients Aa que j'ai 
rencontree dans cette recherche. 

Pour mettre en evidence la dependance de A , , Aa, . . . , Aa, . . . , du 
nombre enlier /i, je designerai maintenant ces nombresparA'/, A^, .... 
A", . . . Avec cette notation, je trouve qu'on a toujours 

A^* -+- A;+» 4- . . . H- Ar ' < A? 4- a; 4- ... 4- A? , 
A?^' 4- A^* -H . . . -i- Ar' > A74- A?4- ... 4- A?,,. 



SUR LES 



QUADRATURES ALGfiRRIQUES 



ET 



LOGARITHMIQUES, 

Par M. L. RAFFY, 

MAITRE DE CONFERENCES A LA FACULTE DES SCIENXES DE PARIS. 



Certaines differentielles algebriques s'intfegrent algebriquemeni; 
(I'autres s'integrent par un seul logarilhme. Ce sont la deux cas im- 
portants de reduction des integrales abeliennes. 

Liouville a completement resolu le probleme de Tintegration alge- 
brique. Dans scs premieres recherches (*), il le ramene a cet autre : Etant 
donnce une equation differentielle lindaire d'ordre quelconque, qui a pour 
coefficients et pour second membre des polyndmes entiers^ reconnatire si 
elle admet pour integrate particuliere une fonction rationnetle. Mais c'est 
la encore une question delicate, et Poisson conservait des doules (^) 
sur Tefficacite des principes qui permettaicnt de la Iraiter dansles cas 
les plus simples. Liouville reprit le probleme et le reduisit h recon- 
nailre si une equation liueaire admet pour integrate parliculiere un 
polyndme entier. Ainsi simplifie, le probleme ne depend plus quedc la 
resolution d'un systeme d'equations du premier degre. 

Ces resullats out 6te publics (•) sans demonstration et paraisser.t 



( * ) Sur la dtftcrmination des intifgrales dont la valeur est algi^rique, deux Mdmoircs 
{Journal de I'Ecole Polj technique, XXII* Cahior; Me'moires des Savants etrangers, I. V). 

(') Rapport sur les pr6c6dont8 Mcmoires {Journal de Crelle, t. X). 

(') Nouvellcs recherches sur la de'termination des integrales dont la 2^eur est alge- 
OH que { Comptes rend us, t. II ; Journal de Liouville, t. Ill ). 
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avoir echappc a quelques auteurs. Je commence par les elablir; puis, 
par dcs considerations analogues a cellos qui y condui^ent, jc montrc 
(\iic, pour sai^oir si line differentielle algebrique donnee s'integre par un 
seal logarithme, ilsuffit de connattre un certain entier. On n'a plus alors 
qu'a resoudre un systemed'ecjualionsdu premiendegre. Kn terminanr, 
j'apprujuc ce theoreme a une integration qui a occupe Abel (*) et, plus 
recenunent, MM. Tcliebichef (^) et Zolotareff ('). 

I. 

1. Considerons une equation algebrique irreduclible 

oil Xo, X<, ..., X,„ representent des polynomes entiers en x. On sail 
que loute fonclion uniforme / du point (.r,j), qui n'a d'aulres points 
singuliers que des poles et des points critiques algebriques, est egale a 
une fonclion rationnelle de x ety. Je reprcnds rapidement la demon- 
stration (*) de ce theoreme, parce qu'elle met en oeuvre les elements 
memo que nous rencontrerons dans la suite. 

La fojiction i est une function algebrique de x. Designons par /,, 

/a /,„ses/n determinations, qui correspondent aux mvaleurs y,, 

J2» •••> 7m Que prend y pour chaque valeur de x, et considerons les 
ni expressions 

^1.)'?+ V?-+- •••-+- ^myJn (a — O, I, l^, . . . , /W — I). 

Cesont dcs fonclions symetricjues de ji, 72, — y^* Ce sont done des 
fonclions rationnellcs de x. Soil P leur denominateur commun; nous 
pouvons poser 

\\ 

(0 ^1 vf-+-/3/;-t-... -\-t,nYj;,= -p (a— O, 1,2,7/1-1), 



(') Siir rintvirraiion de la formule differentielle '—z^ > •••> et The'orie dcK transccn' 

dantes clliptiques, problcmo IJI. 

(*) Journal de Lioiwille, i864 Ct 1871. 

('} The'orie des nnmbres complexes, Saiiit-Pdlcrsbourg, 1874. 

(M Briot, The'orie des fonclions abcliennes, nolo B. 
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les letlres P, Po, P|, ...» P,„-i rcpresentant des polynomes entiers en x. 
Du systeme des m equations (i), tirons rinconnue r, par la inetliode 
des mulliplicateuisindelermines. Mulliplions la premiere de ces equa- 
tions par A,„_<, la seconde par A,;,_2, , I'avant-derniferc par A<, la 

derniere par i, et ajoutons; si nous egalons a zero les coefficienls de 
/o, /a, . . ., /,„, nous obtenons les m — i relations 

entre les indeterminees A, el il reste 

1> _u A P -i_ _L- A l> 

(%\ t /»•"»-! _i_ \ i-'"-« _i_ _L_ i \-- ' /"-» ~^ -^1 ^/" -g ■ •••? ■ -•^/;;-l'o 

v^; ^\\} \ "T~ ^k' I -r- ...-+- xA ,;,_,; — p . 

En verlu des relations (2), les multiplieateurs i, A,, A2, ..., A„,_, 
sonl proportionnels aux coefficients de Tequalion 

^^:^ = Xor«-» + (Xoj,4-X,) v-'+ . . . 4- (Xojr* + . . . + \,„-i)--o, 

qui a pour racines j^* V3, . ., ym- On a done 

Xo.r, -hX, 

A, in ,^ » 

. Xovf 4- X^r 4- Xi 

Aj -■■. — = ~ J 



. Xo>7- '4-X^yr'-h...-t-X,,-. ^ 

A,/i-i— ^T 

Porlanl ces valeurs dans Tequation (3), on en tire 

_ i_ XqP;;,-, -f- (Xq V, 4- X ^ ) P,„-,-f- . . . H- (Xo.r?'-^ 4- . . . -^ X,, ,)Po 
^~" P mX'o v'/'^^ 4- im - i)X, v;"-* 4- . . . -h X,„_^ 

Remarquonsqu'au numerateur de /| figure un polynomeenlier enj,, 
du degrc /n — i, donl le terme enX'' est divisible par Xo, et, au de- 
noininateur, la derivee partielle deF(a?, j,) par rapport a j,. Commev, 
designe Tune quelconque des valeurs dey et /, la valeur correspondanle 
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lie t, nous pouvons supprimer les indices et ecrire 



(4) 



t = 



1 PoX..r'"-' + Qi.v"'-'+...-t-Qm-i 



Les coefficients Q seront des polyn6mes enliers en x, non divisibles en 
general par Xo- 

2. Nousallons iransformer I'expression de / en remplagant I'inverse 
de F' par un polynome enlier du degre m — icwy. Considerons le de- 
terminant 



(5) X.A 



X, 



X,- 

X. 



X, 
X. 



mXo (m — ox, (m — 2)Xx 
o mXo (m — i)X, 



o 



-V/zt 


o 


X«i_j 


X, 

• • 


o 


• • 

o 


X/n-1 


o 



o 
o 



X 

o 
o 



ni 



X/rt_i 



qui, egale a zero, exprime que Y[x^y) et Y'y[x,y) ont une racine com- 
mune en J. On sail qu'il est egal, a un facteur numerique pres, au pro- 
(luit lie Xo par le discriminant 

de I'equation Y{x,y)= o, consideree comme equation eny seulemenl. 
Nous pouvons done prendre A pour ce discriminant. 

D'autre part, on ne changera pas la valeur du determinantXo A si Ton 
ajoute aux elements de la derniere colonne ceux de Tavant-derniere 
multiplies par y, ceux de la precedente multiplies parj'', .... enfin 
ceux de la premiere multiplies par y^"'"*, ce qui revient a remplacer 
celte colonne par 

Alors le determinant, developpe suivant les elements de cette derniere 
colonne, prend la forme 

AF 4- bf; . 
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En tenant compte de Thypothese F = o et divisant par Xo les deux 
membres de Tidentite (5), il vient simplement 



(6) 1 = 



I 
o 

• 

o 
m 
o 



X, 

Xo 



X, 
X, 



o 



(/n— i)Xi 
mXo 



(/W — 2)Xj 

{m — i)X, 



* • 



o 



X,;, O 



m 



• • ■ • • 



O O . . 



O 
O 



O 
O 



O y'«-2 



O 

ni-l 



2X;,|_J I 



F' 



On voit que le determinant qui multiplie F^ est un polynome entier en y^ 
du degre m — i , et que son lerme en y"** est divisible par X©, car il a 
pour coefTicient le determinant qui se deduit du precedent en suppri- 
mant : i® la ligne et la colonne qui se croisent sur Telement y^~*; 
2° la premiere ligne et la premiere colonne. On pourra done ecrire 



(7) 



A = (RoXoj'«-»4- R,7'«-«+. . .4- R;„-,)F;, 



les polynomesRo, R^ . ..,R;„_, n'etantpasen general divisiblesparXo- 
L'equation (7) donnc 

I __ RoXo.r^-'-^R,r"-*4-...-f-R.n-i 

f;- a 

Portant cette valeur dans la formule (4)f il vient 

, (PoXov-"-»4-Qt.r^-'4-...-f-Q;,-0(RoXoj^-'-^R,.r^-' + ... + R^-,) 
'- PA 

Le numerateur de / est un polynome entier du degre 2m — 2 en j. 
Son terme en y*'"-* etant divisible par XJ et le suivant par Xo, on 
pourra, au moyen de Tequalion 

Tabaisser au degre 2m — 4 sans que ses coefficients cessent d'etre en- 
liers par rapport a Xo; mais a chacune dcs m — 3 subsliiulions qu'il 
faudra encore operer pour abaisser ce polynome du degre 2m — 4 au 
degre m — i, le coefficient X© s'inlroduira commc denominateur, en 



192 L. RAFFY. 

On aura done 

en sorle que la fonclion ^0 ^^^^ connue par une quadrature quand on 
connaitra les autres fonctions^. Une premiere condilion de possibililc 
du probleme sera done que la fraclion rationnelle 

Y 

ail son integrate algebrique. Cest ce que Ton reconnaitra faeilement. 

On portcra la valeur de ^ fournie par la premiere equation dans les 

suivantes, et, en resolvant le systeme ainsi reduit, on aura, pour les 

m — I derivees -4^y •••> ^""S des expressions lineaires par rapport 

aux fonclions $,, ..., ^,„-,. On pourra done former par le procede 
connu une equation differentielle lineaire d'ordre m— i pour chacune 
de ces fonclions et appliquer la methode des coefficients indetermines, 
si Ton connail le denominaleur des fractions chercliees. 

5. Ce denominaleur commun des fonclions ^ pent s'ohtenir de la 

maniere suivante. 

Supposons d'abord que le coefficient X© soil constant. Mors y reste 

fini pour toutes les valours finiesde a*. II enestdememederintegralez. 

p 
Les fonclions rationnelles -—> formees ici avec z ei y comme prece- 

demmenl avec t et y, restent finies pour toutes les valours finies dex. 
Ce sont des polynomes enticrs. Ainsi P se reduit, comme X©, a une 
conslante, et Texpression generale de /, donnee par Tequalion (8), 
devicnt 

C 
On voit que, dans le cas present, les fpnctions lg^= -^ ont pour deno- 

minateur commun le discriminant A. 
Supposons maintenanl que X© depende de x. Ce cas se ramene au 
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yf 

precedent. Posons, en effel, y = ^, T etanl un polynome determine 

do nianiere que, dans Tequation entrc y' et x^ le coefficient dey" soil 
independant do .r. Ce sera d'ailleurs X© lui-nDeme ou un diviseur de X„. 
Si l*ona 

'p x T*T3 T'* 

Tequalion TiTaTj . . .T« = o n'ayant que des racines simples, le plus 
grand commun diviseur de T et de sa deriveo -r- sera 

{) = T,T;...Tr*. 

Or los seules valeurs finies de x qui puissent rendre infinie Tinte- 
rale 

z= I ydw— I j^^ 

sunt les racines multiples de T. Soit Xq Tune d*elles, et soit/? son ordre 
de multiplicite. Poiw x = x^, les diverses integrates 









dj' 



seront ou finies ou infiniment grandes d'un ordre au plus egal a celui 
*'^ 'i TTTT* Done les fonctions rationnelles -|f auront pour deno- 

minateur commun, soit h lui-meme, soit un diviseur de 0. L'expres- 
sion generale de /, donnee par Tequation (8), se reduit alors a 

en designant par A' le discriminant de Tequation qui lie y k x. Par 
consequent, on pourra prendre pour denominateur des fonctions I le 
produit OA'. 

f). Remarque. — Outre les resultals qui precedent, Liouvilleindique 
aussi qu'on serait encore ramene a cherclier des polynomes entiers 
(quand Xq est constant) si Ton prenait pour inconnues, soit les m fonc- 
tions 

(*4) Pa-,-1 = ;oS3i -hiiSa-f-i-h. . .4- ^m-i^a^m-i (a = 0, I, . . . , //I — l), 
^nn. de I'Ec, NormaU, S* Serie. Tome U. - Jcix i885. 25 
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soil les m — i fonclions 

x ilx a -h I rtjr a -r- /// — i a.^• 

(a =1 1, 2, ..., /// — i). 

En effet, ?«+, n'esl pas autre chose que 



I' 



- «•■* —I— - I** -L- -I- " I'-* - • 

«f| K , -r -2 » J . . • • ^ ->/(!.* /n — II ' 



el nous avons vu que les fractions -^ se reduisent ii des polynoines 

quand Xq est constant et onl pour denominateur si Xo depend de a*. 
Quant aux fonctions g, on a identiquement, d'apres la formule (12I, 

hjj^ , t= -i- ^co-a-Hi { a ^^ I, 2, .../;/— I). 

Ainsi les fonctions t dependent des fonctions p, dont la determination 
revienl a celle de polynomes entiers. Une fois les fonclions p connues, 
les m equations (i4), ou ;«, ;,, . . ., i,„_, entrent lineairement et qui onl 
pour delcrininant A(ou A') donnerontles valeurs de ces fonclions. 

Pour deduire de la determination des inconnues g celle des fonc- 
lions I, il suffirait d'adjoindre Tequation (i3)aux m — 1 equationsi 1 S). 

7. Eremple. — Nous allons appliquer la methode de Liouville a uii 
exemple clioisi de maniere a permellre une verification immediate. 
Soil a inlegrer la fonction y definie par Tequalion 

V-i— 3 V H- ix ■= o. 

L'inlegrale cherchee sera de la forme 



zr=z I y dx = I'o -\~ l^ Y H- Cj >'*. 



Si Ton calcule lessommesS^, S,, S2, S3, S^, on Iroiive 

So = 3, S| =: O, Sj :t:: G, S3 "^ — 6 J", 8^:^1=18. 

Parsuile, le systeme d'equations difi^erentielles (12), que doivent veri- 



/ 
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tier les functions c, devienl • 

, r, dio di^ dii 

d.r dx dx 

Porlanl la valeur de -~ de la premiere equation dans la troisieme 
el resolvant le systeme que forment alorsles deuxdernieres, on trouvc 

I d' 

3(1 -'^■^)~2r — -^^i-^^-^itH-Sli — .r*), 

d.r 

De la, on deduit facilemenl Tequation lineaire du second ordre 

//^ - d- 

o ( I — .1'^ ) -J-- - 2- X -, 8 Ci == 3 . 

^' r/./' ' dx 

Or le coefficient de j' dans Tequation proposee est constant; le discri- 
minant esl, a un Aicteur numerique pres, egal a (i— a-^). Nous poii- 
vons done poser 



'■' - r- ..-- 



C etant un polynome entier qui devra salisfaire a Tequalion 



C 



Ici, comme dans tons les autres exemples qu'on pourra avoir a 
Iraiter, deux hypotheses se presentent : i*^ les termcs du plus haut 
degre du premier membre se reduisent entre eux ; i^ ils se reduisent 
avec le terme de degre le plus eleve du second membre. 

Si Ton designe par \ le degre inconnu du polynome C. la preniiere 
supposition conduit actuellement a Tequation 

9>.(/ — i) — (j). + 8— <), 
dont les racines sunt fraclionnaires. 



196 L. RAFFY. 

La seconde supposition exige que C soil du second degre. On pour- 
rait poser 

ot chercher a determiner a, b, c, en identifianl les deux membres do 
I'equation diflerentiellc; mais il est plus simple ici de remarquer que, 
en verlu de cette equation meme, Cest divisible par (i — x^). On peut 
(lone prendre 

ax dx^ 

Ces valours, porloes dans I'equation differcntielle, donnent 

- 18(1 — ^«)-rt — i8ur*(i — ^*)« 4-(io 4- 8d?«) (I — x*)^ = 3(1 — ^n* 

oubion, tons calculs fails, 



a — -\. 



En consequence, il vient 



r 

C — 1/, y.2^ ;: — - * •■- 3 

1 ^^~ tX 



Portant cette valour de l^ dans la seconde des equations (^), on Irouve 



* y 



quant a Co, on a 

^0 ~ — 2;j-h const. = V "^ const. 

Choisissant la constante arbitraire de maniere que ;„ soit nul, on ob- 
tient facilement 

6xy — 3 V* 

8 

Co resultat est facile a verifier. En effet, on a 

ZTTn I y dx — xy — / .r dy = xy -t- J /(,>'* — ^ >•) dy 

ou bien, en annulantz avec/, 

- - - xy -4- •' ~ - . 

Mais on a aussi 

V* 1— 3 >'* — 2 X >', y^ — ()>•'-:= - 3 >'* — 3 X y ; 
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(i'ou, en substituant dans Texpression de z, 

S.ry — 2a:y — 3 v* 6xy — 3v* 

"~ 8 ~ 8 ' 

c'est bien ce que nous avions Irouve. 

III. 
8. Elant donnee Inequation algebrique irreductible 

^^fo^fi^ • • '^fm^i^/m ddsignent des polyndmes entiets en u, on demande 
si la fonction u, immerse de I'integrale 



^^J IT 



est simplement periodique et na en chaque point z quun nombre limit e 
de valeurs, 

S'il en est ainsi, la fonction {/, en vertu d'un theoreme duaMiM.Briot 
et Bouquet (*), est racine d'une equation algebrique, ayant pour coef- 
ficients des fonctions entieres d'une exponentielle e^^, oil le facleur g 
est constant. 

De plus, I'equation proposee presente alors certains caracteres que 
je vais rappeler (') : 

I*' Si Ton designe par \ le degre du polynome /m{u)9 on a 

•5//, = /w — k -hOk ( A' = o, 1 , 2 , . . . , m — i ). 

II en resulte que toutes les valeurs de u qui correspondent a U = o sont 
finies; elles sont fournies par requation/„(M) = o. 

2® Toute racine multiple d'ordre/? de/m{u) est racine d'ordre/?— i 
au moins de ^-, (a). . . ., et, en general, d'ordre /? — / — i au inoins 



(*) Recherches sur la th^orie des fonctions {Journal dc VEcolc Pol) technique, 
XXXVI* Cahier, troisi6mc M^moiro : Integration des Equations diffcrcnticUes an mm en 
des fonctions elliptiques). 

(*) Voir Recherches algdbriqnes sur les integrates abfflicnnes {Annales tic I'Ecole Nor- 
mate, 2* s4rie, t. XH, p. 117 et 124 ). 
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'V* Les valeurs c du rapport tj pour // infini et les valeurs c'^ du rap- 
port -ip pour U = o forment une suite de nombres tous conimensu- 

rnhles en I re eux. 

Ces conditions sont necessaires pour que la function u ait la forme 
analytique proposee; mais, sauf le casoii Tequation F(w,U) = o estdu 
}^enre zero, elles ne sont pas suffisantes. 

Quand elles sont realisees, on trouve facilernent \es y2i\euvs excccies 
de tous les paranielres c et c'„, et Ton pent determiner, a un facteur 
enUer pres, le coefficient g. 

Si, parmi les valeurs de U qui deviennent infinies avec w et sont du 
menie ordre que u, il y en a/? qui forment un systeme circulaire, elles 

donnent, pour le rapport yr? la mcme valeurc linieeldiflerenle de zero, 

el rintegrale :; admet la periode polaire ^.pi-ric. Pareillemenl, si, parmi 
les valeurs de U qui deviennent nulles pour les racines b de fm[t^) ^^ 
sont du meme ordre que w — 6, il y en a p' qui forment un systeme circu- 
laire, elles donnent, pour le rapport -777? la meme valeur c'^, et Tinle- 
j^ralec admet la periode polaire ip'i-rzc^, 

i). En suivant la marche des operations qui font connaitre le genre 
(Kune courbe algebrique a singularites superieures ( * )» on determinera 
par des calculs purement aritbmetiquos les divers nombres/? et p\ Les 
diverses quanlites /;c, pc^ sont done connues; puisqu'elles sont com- 
mensurables enlre elles, il est aise de trouver leur plus grand commun 
diviseur p : j'entends par la un nombre reel (qui pourra etre incommen- 

surable) ou un nombre imaginaire, tel que les rapports — > ^—^ soient 

r P 

tons des entiers positifs ou negatifs qu'aucun entier nedivise a la fois. 

Toules les periodes polaires sont des multiples de 2/7:3. Si ces pe- 

riodes sont les seules que possede Tintegrale z ou si les autres pe- 

riodes de z sont aussi des multiples de 2«7:p, I'exponentielle e^ sera 
une function algebrique de a, admettant, pour cbaque valeur de //, 



(») loir noU'C Memoire d^ja cite, Annates dc I'/icoic Normale, '>/ s6ric, I. XH, p. i56 
i't suivanlcs. 
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m valeurs et m seulement. Mais il peul arriver que z ait dcs periodes 
abeliennes egales a des sous-multiples de 2iT:p ; il exisle alors un enlier 

positif 1, tel que ^r-^- est le plus grand commun diviseur des periodes 

abeliennes et, par suile, de toutes les periodes de z, Ce n*est plus Tex- 

z \z 

ponentielle e^ mais bien e? qui prend m valeurs pour chaque valeur 
dc u. 

II faudrait done determiner I'enlier inconnu >. On n'y a pas reussi 
jusqu'a ce jour; on n'a pas meme prouve que la connaissance de \ per- 
mit de repondre a la question posee plus baut. Je vais montrer qu*ii 
en est ainsi. 

10. Je supposerai, pour abreger Tecriture quand p n'est pas egal 

a I, qu'on ait pris pour nouvelle variable -> et je continuerai a Tap- 

peler z\ U sera la derivee de u par rapport a cette nouvelle variabb*. 
Les periodes de la nouvelle integrale:; auront pour plus grand commun 

diviseur ^^> \ etant un enlier que nous considererons comme connu. 

L'exponentielle e^^ est une fonction algebrique dew et admel m va- 
leurs pour cbaque valeur de u. En raisonnant sur cello exponenlielle, 
sur u et U, comme on Ta fail, en commen^;ant, sur t, x et y, on arrive 
a Texprcssion 

t — ^y -h- -1 U -1 -J U -r- . . . -t- ^,„_i U 

dans laquelle les letlres^ represenlent des fondions ralionnelles de u. 

11. Nous allons» en imitant le procede de Liouville, etablir entre 
lesm fonctions inconnues ^ autant d'equalions differentielles lineaires 
du premier ordre. Differentions par rapport a z Tequalion precedenle 
et, dans la derivee Xe^^ du premier membre, remplacons &"" par sa 
valeur; on Irouve ainsi 

>.(;o -f- 4i f H- . . . -H >,„..! U'"-» ) 
(i-) ' \au du du J 
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ou bieii, en groupant les termes d'une maniere diflerente, 



Multipliant les deux menibres par U*, on pent ecrire 

, )> ija_ [^ _>J: \TTa-hi . [^ _«)r \[Ja-»-J^ 

' A/' . \ d^ . h </rU«-^*) 

(,8) ' ^rhipi-rz„^-M^^'''-'^--^^\:^^"^^-^-^ — -'-+-... 

I \ du 7 ^" a-h2 «£/ 

a H- //I — 1 </a a -h /^< du 

Attribuonssuccessivemenl a U les m valeurs U^ Ua, ..•• U,„ fournies 
par requation F(w, U) = o et ajoutons niembre a membre les /« ega- 
lites ainsi deduites. En posant 

nous trouverons 



' /dlr \ //- 






oL-h m — I du a -+■ m du 

Faisons successivement (xegal a — i,o, i, 2, ..., (/n — 2)dans celte 
forniule. Nous obtenons un sysleme de m equations differenlielles 
lineaires et du premier ordre par rapport aux fonctions^; les coeffi- 
cienls qui y figurent sont des fonctions ralionnelles de u. En resolvanl 

ce systeme, on aura, pour les w derivees -^3 •••> ^ "S des expres- 
sions lineaires (et homogcnes) par rapport aux fonctions Eq, ..., ^;„-.,. 
On pourra done former par le procede connu une equation difFeren- 
lielle lineaire d'ordre/w pour chacune deces fonctions. Cesm equations 
seront des equations sans second membre, de la forme 



r. 



d^^l d"^-^l d\ 
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les lettres Y] designant.des polyndmes entiersen u eompletemeiU connus, 
puisque X est suppose connu. 

12. La raetliode des coeflicienls indetermines sera applicable a cha- 
cune des equations (20) quand on aura determine ie denominaleur 
commun des fractions rationnelles I. En vertu de la formule (8), ee 
denominateur est le produit 

P[yo(")]'«-'A, 

1 etant le discriminant 

de Tequaliony^w, U) = el P le denominaleur commun des fractions 
rationnelles 

P 

eXs,U?-4-e^=«U5-h.. .4-e^^'"U* =: -^ (a=:0, 1,2, . ..,/w — j). 

Les valours finies de u qui rendenl infinie Tune de ccs fractions 
sont celles qui rendenl infinie rexponenliellc e^* ou la derivee U. Pour 
que Texponentielle c^*, ou \ est un entier positif, devienne infinie, il 
faut et il suffit que la variable complexe z prenne des valours de la 
forme a -f- p/, a el p elanl reels, p quelconque el a infiniment grand et 
positif. Or z ne devient infmimcnl grand, u restant fini, que si U, el par 
suile/„(tt), s'annulent. 

Soil done u=^b une racine de /„(")• Les valours de U qui s'annu- 
lent avec u — b sont de Tordre de m — 6; Tinverse de Tune d'elles sera, 
aux environs du point b, representee par le developpement suivant 



^ _ ^0 



U u-^b ' ' 

oil, d'apres nos hypotheses, c'^ est un entier positif ou negatif. Multi^ 
plions par du et integrons ; il vient 

Z =z cj, log( W — 6) -H . . . . 

La parlie reelle du logarilhme neperien de la quanlite tres petite 
(w — 6) est negative et Ires grande en valour absolue. Pour que la 
partie reelle de z soil positive et Ires grande, il faut et il suffil que c'^ 
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soil negatif. Alors rexponenlielle c^^ sera, pour u—h, de Tordre de gran- 
deur de {u — 6)^"*% et le denominateur P sera divisible par [u — b)-^^*. 
Designons par — Yi» — Y2» • • •» — 7i» - - -> — Vn ceux des paramelres c'^ 
qui sont negatifs, et soil ?/(") le produit des diflercnls binomes {u — b) 
auxquels correspond la valeur y/ de c'„. Le polynome P sera divisible 
par le produit 

13. Les valeurs finies de u qui rendent U infini sont les racines de 
/o{u). Soil u = b Tuned'elles; supposons qu'on ait, aux environs du 
point fe, 

\] z=z/i{u — b) P-h hi{u— b) f -i- 

L'exponentielle e^^ restant finie pour u=b, le produit e^^U* sera 

Iff 

infinimenl grand et de I'ordre de (w — b) /' . Mais, si Texposant — est 

Fractionnaire, les lerines de la sonime -^ qui sont du degre ^ se 

reduiront eutre eux, puisque celte somme est une fonclion rationnelle. 
Si E(a) est le plus grand enlier contenu dans — ? la fraction -jf sera, 
pour a = i, infiniment grande comme (a — 6)"^*'^*, ^-etant un entier 
positif ou nul. En appliquant cettc regie a -^V^> on voil que P est di- 
visible par [u — Af'"*"*'"*. Supposons done qu'on ait determine les expo- 
sanls — - qui commencent les developpements des diverses racines U 
infinies pour /^(//) nul (eette recherche depend de simples divisions 
algebriques) et soit — ^- le plus grand en valeur absolue de tons ces 

exposants. Designons par Ele plus grand entier conlenu dans (m — i)^i 

el par'];o(") le produit des facteurs binomes disti^ctsde/o(^^); le poly- 
nome P admetlra ces facteurs a un degre de muUiplicite au plus egal 
a E. On pourra done prendre pour P le produit ^*(w)[^!/o(w)]''' et, par 
suile, le denominateur cherchc D sera 

i)^4^(/i)[^o('/)]^[/o(")r-'A, 
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14. Voici maintenantdeux remarquesqui permettront d'abreger les 
calculs. 

Remarque I. — On pourra, dans la plupart des cas, abaisser Texpo- 
saniE attribue a tousles facteurs binomes de^o(^)« ^"^ afTectanlchacun 
d'eux du plus grand des exposants E(m — i) qui lui correspondent. 

Remarque II. — Dans Tequation proposee 

/(«,U) =/o(")U--+-/»(«)U'« -» + ... + /,„_,(/^)U +/,„(«) .= 0, 

on peul faire disparaitre le terme en U. D'apres les conditions rappe- 
lees au debut, le quotient -^^"^ ^^ est la derivee logarithniique d'une 
fonction ralionnelle de w. On pent done ecrire 



.06.(«,=/^-|^i>*„ 



^[u) designant une fraction rationnelle qui s'obtient par des divisions 
algebriqucs ('). Si Ton pose 



J u - 



t-~\oge(u) 

ni 



et si Ton designe par W la derivee -!-> on n'a qu'a differentier par rap- 
port a u pour trouver 

1 _'_; I_ fm-\{u) 

U W m f^{u) ' 

Substituant dans Tequation proposee, on obtient une nouvelle equa- 
tion differentielle sans terme en W. 

Or, s*il existe une relation algebrique entre la fonction u et une 
exponenlielle e^^, il en cxistera une aussi cnlre u et Texponentielle e^\ 
puisqu'on a 



(») Voir Annales de Vicole Normale, a* s6rie, I. XH, p. i5o et suiv. 



304 L. BAFFY. 

La reciproque est vraie. On pourra done, si Ton veut, se borner a eon- 
siderer des equations sans terme en U. 

15. Application. — Nous supposerons cetle reduetion operee sur 
Tequalion generate du second degre en U, et nous ecrirons 

/o(«)U«-+-/,(i/) = o 

ou, plus simplement, 
Par suite, nous aurons 

S_i =:: O, So = 2, Sj ::= O, Sj = 2B. 

Dans le casde/71 = 2, le systeme d*equations fourni par la forniule(i9) 
est lesuivant : 



)49o =(§->•?.) 9. 



du 



du ' 2 du 



Kn remplacant S«,, So» S,, Sj par leurs valeurs, il se reduit a 

La premiere equation fera connaitre ^1 quand ^0 ^^^^ determine. Si 
Ton en tire ;, ainsi que sa derivee, et qu'on substitue dans Tequation 
suivjmtc, il vient 

ou, on tenant compte de I'expression de B, 

(•") a/./.^+(/./;-/./.)^" + >>'/,' ^.=0. 

Pour trouver le dcnoininatcur de ^,, revenons aux formules 
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on en deduit par addition 

Ainsi ledenominateurde^o est celui de la fraction ^* Nous Tavons de- 
termine au n° 12. 

Tout ce qui precede s'applique au celebre probleme pose par Abel : 
Etant donnde la diffirentielle 

V/R(tt) 

reconnattre si elle s'inlegre par un seal logarithme. Nous avons a trailer 
Tequation 

dont les coefficients ont pour valeurs 
L'equation (21) devient alors 

2(«-+-A)R(i/)^H.[(i/-hA)R'(i/)-2R(a)]^'-2X*(e/-+^A)»^o = o. 



Gomme on suppose essentiellement que le polynonie R(£^) a ses ra- 
eines distinctes, les parametres c^ sont tous nuls. L*exponentielle e^' 
reste finie pour toules les valeurs finies de u; par suite, lo est un poly- 
nome entier. Si Ton pose 

le terme du plus haul degre en u dans Tequation difTSrenlielle en ^0 ^^ 
pour coefficient 

2/>(/? — i) -h a/) — 2'k'— 2{p'— X'). 

Egalant ce coefficient a zero, on voit que/? est egal a X, puisque p et a 
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sont tous deux positifs. Ainsi la fonclion c„ esl un polynonie entier et 
un polynoine de degre X 

II serail facile, dans ce cas particulicr, d'arriver direcleinent a celle 
conclnsion; mais il n'elail peul elre pas sans inleret de la raltaclier a 
la proposition f2;enorale que nous avonsetahlie plus haul. 
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I. — Introduction. 

Laplace et Gauss out fonde la theoriedes phenomenes capillairessur 
les hypotheses suivantes : 

Un liquide en equilibre est forme de particules immobiles; deux 
quelconques de ecs parlicules s'atlirent avee une force F qui est cgale au 
produit des masses m et m! des deux particules et d'une fonction /(r) 
de la distance r qui les separe 

F := mm {f)r, 

Cette fondion /(r) devient sensihiement nulle aussitol que la dis- 
tance muluelle des deux parlicules surpasse une longueur exlremement 
petite \ qui porte le nom de rayon d'actmte moleculaire. 

CeUe hypothese est devenue, cnire les mains des deux grands geo- 
metres, le point de depart de Tune des theories les plus belles et les 
^ plus fecondes de la Physique mathematique. 

Poisson, reprenant une idee de Young, elevades objeclions contrela 
supposition, admise par Laplace et par Gauss, de Thomogeneite du 
tluide. II chercha a moutrerque les particules liquides, voisinesde la 
surface terminale du fluide, placees par consequent dans des condi- 
tions differentesdecellesqui regnenta Tinterieur meme du fluide, n*ont 
pas la meme densile que les particules eloignees de la surface lerminale. 
Apres avoir ainsi complique le probleme, Poisson en donna la solution. 
Cette solution est conforme aux resultats de I'analyse de Laplace. 



L 
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Receinment, M. E. Mathieu (*) a resolu a son tour, (I'uoe maniere 
beaucoup plus simple, le probleme pose par Poissou. II a moutre que 
Ton pouvait, sans compliquer beaucoup les raisonncments de Gauss, 
Ics modifier de maniere a (enir comple de ia variation supposee de la 
densile au voisinage des surfaces terminates. Toutefois, Tapplication 
meme des principes de la Mecanique rationnelle au probleme dont il 
s'agit laisse subsister certains doutes dans Tesprit. La legitimite de 
relte application repose sur les hypotheses suivantes : 

i^ Le travail efTectue durant une modification du liquide par les 
forces qui le sollicitent est egal a la variation que la fonction des forces 
subit par TefTet de celle modification; 

1^ Le principe des vitesses virtuelles s'applique aux modifications 
que Ton considere. 

Ces hypotheses sont-elles admissibles lorsqu'on tient compte du 
changement de densile que les liquides subissent au voisinage de leur 
surface terminale? C'est ce que nous allons examiner. 

Lorsqu'a la meme temperature, sous la meme pression, un meme 
corps se presente sous deux formes ayant des densites difTerentes, on 
dit qu*il eprouve un changement d'etat. La vaporisation de Teau, la 
fusion de la glace sont les exemples les plus connus de ces change- 
ments d*etat. 

L*etudedes changementsd*e(at conduit aux consequences suivantes: 

1^ Le travail qui les accompagne n*est pas egal a la variation de la 
fonction des forces calculee a la maniere de Gauss. 

2" Le principe des vitesses virtuelles n'est pas applicable aux etals 
d*equilibre qui limitent ces changemeuts d'etat. 

Deux cas, en effet, peuvent se presenter: ou bien, sous les deuxetats 
que le corps considere pent affecter, Tattraction qui s*exerce entre 
deux molecules de masses m et w! , situees a la distance r, est represen- 
tee par la meme formule 

F = mm'f{r)\ 

OU bien, selon que Ton considere Tun ou Tautre de ces deux etats, on 
doit employer pour/(r) deux fonctions diflerentes de la distance r. 



(ME. Mathieu, Th^oric de la capillarite; i883. 
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La premiere hypothfese est-elle admissible? Si elle etait exacte, le 
travail eflectue par les forces interieures, pendant un cbangement 
d'etat, serait positif ou negatif suivant que le cbangement d'etat serait 
accompagne d'une contraction ou d'une dilatation. Or Fexperience 
dement cette proposition. La fusion de la glace est accompagnee d'un 
travail interieur negatif, et cependant ce phenomene correspond a 
one contraction. 

Nous devons done admettre qu'a tout cbangement d'etat du corps 
correspond un cbangement de forme de la function/. Mais, pour que la 
variation de la fonction des forces represente le travail effectue par les 
forces F, il faut que cette variation de la fonction des forces soit due a 
un cbangement de valeur des quantites r, et non a un cbangement de 
forme de la fonction/. Si la forme de la fonction / vient a cbanger, la 
variation subie par la fonction des forces n'a plus, en Mecanique, au- 
cune signification. 

En resume, le travail interne qui accompagne un cbangement d'etat 
ne pent etre represente par la. variation de la fonction des forces cal- 
culee k la maniere de Gauss. 

Pour trouver Tetal d'equilibre d'un systfeme susceptible d'eprouver 
un cbangement d'etat, peut-on lui appliquer le principe des vitesses 
virtuelles? II n'en est rien. L'eau et la vapeur saturee, par exemple, 
sont en equilibre. Cependant, certaines modifications virtuelles du 
syst^me, par exemple la condensation d'une petite quantite de vapeur, 
entrainent un travail positif. 

Appliquons ces remarques aux pbenomenes capillaires. 

Concevons une masse liquide, et, pour simplifier, supposons-la sous- 
traite ^ Taction de la pesanteur et soumise a une pression exterieure 
normale et uniforme. Prenons ensuite cette meme masse, a la meme 
temperature, sous la meme pression, mais apres lui avoir donne une 
autre forme correspondant a une plus grande surface. Certaines parties 
du liquide qui, dans le premier cas, etaient a une distance sensible de 
la surface sont, dans le second cas, au voisinage immediatde cette sur- 
face; leur densite a cbange, bien que la temperature et la pression ex- 
terieure soient restees invariables. Le liquide a subi, dans certaines de 
ses parties, un cbangement d'etat. 

Nous n'avons a priori aucune raison de supposer que des principes 
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a edifier la theorie de Telasticite, Lame a cherche a reliminer des 
principesde cette science, en attachant une grande importance a celte 
tentative. De nos jours, les idees des physiciens sur la constitution de 
la matiere onl subi des changements encore plus proFonds. lis ont ete 
amenes a regarder les molecules qui constituent les corps, non comme 
des points materiels en rcpos, mais coinme des mobiles animes de 
tres grandes vitesses, et cette hypothfese a re^u des developpements 
importanls qui constituent la theorie* cinetique des gaz. II y a done in- 
terSt a donner a la theorie des phenomenes capillaires un fondement 
independant de Phypolhese de Tatlraction moleculaire aujourd*hui si 
vivement combattue. 

On a deja fait, avant le Travail que nous avons entrepris, plusieurs 
applications delaThermodynamique aux phenomenes capillaires. Mais 
ces applications poursuivcnt un but fort different de celui que nous 
venons d'indiquer ( * ). 

Sir W. Thomson, qui avait fait un si heureux usage du theoreme de 
Garnot dans Telude de la compressibilite des liquides et de la traction 
des solides, appliqua le m^me theoreme a Tetude de la quantite de 
dialeur mise en jeu lors de Textension d*une lame liquide (^). M. Mou- 
tier soumit a des considerations analogues Tascension des liquides 
dans les tubes capillaires ('). Le meme mode de raisonnement fut em- 
ploye par M. Lippmann dans Tetude des phenomenes electrocapil- 
laires {*). Enfm, M. Van der Mensbrugghe (^)a complete la relation 
donnce par sir W. Thomson en y introduisant un terme qui avait ete 

( *) M. J. W. Gibbs, dans la deuxicmc Parlio de son Mdmoiro : On equilibrium of hete^ 
rogeneous substances {Trans. Connecticut Acad., t. Ill, p. 343; 1880), a fait uno applica- 
tion do la Thermodynamique aux ph^nom^nes capillaires analogue k celle qui sert de point 
de depart k notro travail. 

(*) W. Thomson, On the thermal effect of drawing out a film nf liquid {Philosophical 
Magazine, 4* s6rie, t. XVII, p. 61; iSSq). 

(') J. MouTiER, Chalcur dc capillarite {Bulletin de laSociite philomathiquc, I. X, p. 75; 

1873). 

(*) G. Lippmann, Relations entre les phenomenes e'lectriques et capillaires (1875, these 
de Doctoral, cl Annales de Chimie et de Physique, 5* s^rie, t. V, p. 494)- 

(») G. Van der Mensbrugghe, Applications de la Thermodynamique a V^udc des va- 
riations d*energie potentielle des surfaces liquides. Consequences diverses. Comnmnica- 
tion pn'Uminaire {Bulletin de I'Acadi^mie de Bruxelles, V* Partio, I. LI, p. 769; 1876). 
Deuxicme Conmmnication preliniinaire iW Partie, t. LII, p. 21; 1876). 
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neglige, M. Van der Mensbrugghe a fait de nombreuses applications 
(le la relation ainsi modifiee. 

La iheorie des phenom^nes capillaires que nous allons exposer con- 
duit a la relation de sir W. Thomson et de M. Van der Mensbrugghe. 
Bile relie done deux parties, jusqu^ici entierementisolees, de la theorie 
des phenomenes capillaires : les equations d'equilibre des liquides, 
d'une part, et la^chaleur mise enjeu dans les modifications capillaires 
d'autre part. 

Elle s'applique encore a d'aulres phenomenes physiques, que Ton 
a cherche a relier de di verses manieres a la capillarite; nous voulons 
parler des phenomenes dcsurfusion, de sursaturation, des retards d'e- 
hullition, qui ont fait autrefois Tobjet des travaux de Donny, deDu- 
four, et qui, plus recemment, ont pris une si grande importance, grace 
anx experiences de M. Gernez. 

M. Moutier (*) a cherche a rendre comple des retards d'ebullition en 
regardant la vaporisation comme un simple melange du liquide avec 
Tatmosphere ambiante, eten appliquant a ce phenomfene un theoreme 
ilii a Athanase Dupre. Mais les raisonnements de xM. Moutier condui* 
sent a rimpossibilitc de la vaporisation d'un liquide dans le vide. 
M. Van der Mensbrugghe (^) attribue la surfusion des gouttes d'eau, 
observee par M. Dufour, a TinOuence exercee par les surfaces sur la va- 
lour de la chaleur specifique de Teau liquide. Mais cette explication 
ne rend pas comple des phenomenes de surfusion presentes par Teau 
en grandes masses. Sir W. Thomson (^) a monlre que la courbure des 
surfaces liquides exer^ait une influence sur la tension de vapeur 
saturee; il a donne, a cet egard, un curieux theoreme reproduit au- 
jourd'hui dans tons les Traites de Physique. Enfin plusieurs physi- 
ciens, parmi lesquels je citerai M. H. von Helmholtz (*), attribuent 
les retards d^ebullition a la pression capillaire qui se produit au sein 



(') J. Moutier, Sttr ia formation des vapcnrs (Bidlcttn de La Soac'tc pliilomathtquc 
7'^ sdrie, t. IV, p. 245; 1880). 

(') G. Van der Mensbrugghe, Dciuidnw Communication pre liminai re {toe. vit.). 

( ' ) W. Thomson, On the equilibrium oj vapour at a curved surface of liquid ( P/dh- 
sop/iica I Magazine, 4" s6ric, t. XLII, p. .148; 1871). 

( ^) H. VON Helhholtz, Zur T/termodynamik chemischer lorgangc, \\\ {Sitzung.dter. der 
Akad. der ffussensch. zu Berlin, I. IH, p. Cfia; i883). 
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des bulles de vapeur. En presence de celte divergence d'opinions, il 
ne semblera peut-etre pas inutile de tenter une solution nouvelle de 
eel important probleme. 



II. — £qaations g£n6rales de T^quilibre des fluides 
soustraits A Taction de la pesantenr. 

Les fluides que nous avons en general a etudier sont soumis a des 
forces exterieures : ainsi tous les fluides que nous observons a la sur- 
face de la terre sont pesants; mais, dans beaucoup d'experiences, les 
forces exterieures n'ont qu'une influence secondaire, ou meme tout 
a fait negligeable. L'etude d'un systeme qui leur serait enti^rement 
soustrait pent done presenter quelque utilite. Cette etude etant beau- 
coup plus simple que la tbeorie des fluides soumis a des forces quel- 
conques, il convient de la faire en premier lieu. 

Nous etudierons done tout d'abord un systeme soustrait a toute force 
exterieure, sauf a une pression normale et uniforme agissant sur la 
surface qui le limite. Nous designerons par P la valeur de cette pres- 
sion par unite de surface. 

Si le systeme que nous considerons a en tous les points la meme tem- 
perature absolue T, il admet wn potentiel thermodynamique (*). Desi- 
gnons par U Tenergie interne, par S Tentropie , par V le volume total 
du systeme, par E Tequivalent mecanique de la chaleur. Le potentiel 
thermodynamique du systeme sera deflni par Tegalit^ 

(I) 4> = E(U-TS)4-PV. 

Le systeme est compose d'un certain nombre de corps solides ou 
fluides, que nous designerons par les indices 1,2, ...,/?, ..., n. 
Soient U^ Tenergie interne du corps designe par Tindice/?, S^ son en- 
iropie, V^ son volume. Nous aurons les identites 



p - n p = n p = n 

/> = ! p=l p = l 



V,. 



(*) p. DuHBM, Tli^orie du potentiel thermodynamique (Comptex rendus^ t. XQX . 
p. 1II3; i884)- 
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Si nou!$ posons 



*p = E(U,,-TSp)^-PVp, 



nous aurons 



/'=« 



*=5;*„. 



p=i 



en sorle que, pour connaitre $, il sutlira d^avoir determine <I>^. 

Le corps /I presente la meme densite, la memc constitution chi- 
mique et physique, en tons les points pris a une distance des surfaces 
qui le limitent superieure a une certaine longueur, d*ailleurs insen- 
sible, que nous designerons par 1. Au contraire, Tetat d'une particuir 
situee a une distance a?, inferieure k X, de Tune des surfaces qui limi- 
tent le corps (J, depend non seulement de Tetat sous lequel le corps /^ 
se presente a distance des surfaces terminales« mais encore de Telat 
sous lequel se presente, a une distance sufHsante des surfaces, le corps q 
auquel Ic corps p confine le long de la surface consideree, et aussi de 
la distance a? de la particule a la surface. 

Le corps/? peutetre en contact par une certaine surface donl 6^^^ re- 
presentera Taire avec la surface qui limite le systeme; il pent etre en 
contact avec un corps quelconque q du systeme par une surface dont 
Taire sera representee par O^^^.Si nous designonspar^^la surface totale 
du corps/?, nous aurons 

le signe \ s'etendaut aux valeurs suivantes de I'indice q : 

Par lous les points de la surface 0^, menons, vers rinterieur du 
corps/?, des noroiales a cette surface, et sur cha(!une de ces normales 
portons une longueur egale a >.. Les extremiles de toutes ces normales 
dessineront une deuxieme surface 6^ parallele a 6^. Le corps/? se irou- 
vera separe par la surface 6), en deux parties : un noyau interne com- 
pris a rinterieur de la surface 6), el une coucbe superficielle d'epais- 
seur >., comprise entre les deux surfaces 6^ el 6^ . 

Puisque >. est exlremement petit, Ic volume de celte couche a pour 
valeur XO^; si nous designons par (^^ le volume du noyau interne, nous 
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aurons 

En tous les points du volume i^p^ le corps se pr^sente sous le menie etat 
physique et chimique; soil D^ la densite qui correspond a cet etat; 
soient Up I'energie interne, Sp Tentropie de Tunite de masse du corps 
pris dans cet etat. Le volume i^p fournira a la quantile ^p un terme 
ecal a 

Considerons maintenant la partte de la couche superficielle qui a 
pour base la surface 0^,^, q etant un des indices o, i, 2, ..., /?— 1, 
p-hi, ..., n. Gelte partie a pour volume >0p^^. La constitution du 
corps en un point M de ce volume depend, comme nous Tavons dit« de 
la nature du corps q et de la distance x du point M a la surface 0^,^. 

Sur la surface Op,^, prenons un element d^p^q\ sur cet 6l^ment pris 
comme base, construisons un cylindre droit de hauteur X, (raversant 
toute Tepaisseur de la couche externe; iila distance or de la surface Op,^, 
menons une section droite de ce cylindre; tragons une deuxieme sec- 
tion droite a la distance x -\- dxde la meme surface. Ces deux sections 
decoupent dans Ic cylindre un element de volume qui a pour valeur 
d^p^dx. En un point de cet element de volume, le corps p se presente 
sous un etat qui depend de x et de la nature du corps q. Soit Ap la den- 
site du corps en ce point; soient Xp et 2p I'energie ct Tentropie de 
Tunite de masse du corps pris dans Tetat dont il s*agit. L*element de 
volume que nous considerons fournira a U quantity Op un terme egal a 

[E A,,(rp - Tip) 4- P] r/9p,^ e/j:. 

Vp, 2p, A^ sont des functions de x^ dont la forme depend de Tetat sous 
lequel les corps /? et 9 se presentent a une distance suffisante de la sur- 
face terminale Op,^. Les divert elements du cylindre droit ayant pour 
base d^p^q fourniront a la quantite $p des termes analogues dont la 
somme aura pour valeur 



dOp 



,^ r [EAp(rp-T2p)4-P]rf^ = rfOp.^ r EAp(rp-T2p)rf.r4-PXrf9p.^. 
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La soinme des termes fournis a la fonction 4>p par tous les elements de 
volume compris a I'lnterieur de la partie de la couche interne qui a 
pour base la surface 6^^^ a pour valeur 



s[.( 



' E^p{Y,^Tlp)dx-hPUde^^,. 



Le signe Vl indique una sommation qui s*etend a tous les elements 

dfip^g de la surface 0^.^. Cette sommation equivaul en realite a une inte- 
gration double. La quanlite 

PX-f- f E^p{yp-Tlp)dx 

a une valeur independante du point de la surface 0^^^ oil -se trouve 
situe Telement rfOp.y. La sommation precedente s'elfectue done imme- 
diatement et nous donne pour valeur du terme que la consideration de 
la couche ayant pour base 0^^^ introduit dans 4>p 

Nous aurons des lors 
Remarquons maintenantque 

V,,— c^ H-X\ Op^,j (<7 = 0, I, 2, . . .,/; — I, y:?H-i, . . ., /l), 

et nous pourrons ecrire 

La quantite 
{^) kp,^= f EAp(rp-T2^)e/j7-EK-T6>) f £ipdx 

depend uniquement de Tetat que les corps /? et q presentent loin dc la 



j 
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surface 0^,^; mais elle ne depend pas de la nieme maniere de Tetat du 
corps p el de I'etal du corps q, en sorte que A^^ n'est pas egal a A^,^. 
Nous admettrons, dans ce qui va suivre, que celte quanlite a une valeur 
sensible, en general, malgre Textreme petilesse de X, ce qui est possible 
si la quanlite 

qui est une fonclion dea?, prend de Ires grandes valeurs pour certaines 
valeurs de x, comprises enire o et).. El, comme Up -— T^^ a une valeur 
fixe, si Ton admet que \p ne peul pas prtndre de tres grandes va- 
leurs, parce qu'un corps ne saurail etre indefiniment compressible, on 
est amene a supposer que (V^— T2^) prend de tres grandes valeurs 
pour certaines valeurs de x comprises entre o ct >., ce qui n'offre au- 
cune impossibilile. 
En vertu de la definition de la quanlite A^,^, nous pouvonsecrire 

(y=: 0,1,2, ...,/> — !,/? -hi, ..., /0« 

Si nous designons par M^ la masse du corps p^ nous aurons 

-M,.— -<>!>/,+ > ^P.q \ A^^.r (7 r= o, i, i, ...,/> — i, /> -h i, n) 



el, par consequent, 

(<7=:0, 1,9,, ...,/> — !,/? H- I, ..., /i). 

Nous en deduisonsimmediatemenl I'expression du potentiel ihermody- 
namique du systems 

/> = " 

' p = l 

(^ =0, I, 2, ...,/>—- I, />-+- I* ..., /O- 

Nous serons assure que Telat du sysleme est un elat d'equilibre 
stable, si loule modification isolhermique virluelle compatible avec les 
liaisons du sysleme fail croilre la quantile 4>. 

Ann, de lie. Nor male. 3' Soric. Tome U. — Jdillet i885. 28 
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Nous oblcnons ainsi la condition generate d'equilibre du systeme au 
inoyen d'une seule hypolhese qui est la suivante : si les divers corps 
(|ui constituent le systeme eprouvent des changements de densite et 
d*etat au voisinage des surfaces terminates, ces variations n'afTectont 
(prune couche donl I'epaisseur 1 a une valeur insensible. 

I/extreme pelilesse de )v perinel souvent d'introduire dans le calcul 
rertaines simplifications. Nousallonsen indiquer un exemple. 

On pent remplacer, lorsqu'on le trouvera utile, le volume V^ occupe 
|)ar le corps/? par In volume i^pdu noyau inlerieur. On a, en eflfel, 

et la dilFerencc x\ 0^,^ qui exisle cntre les deux volumes qu'on sub- 

siilue Tun a Taulre est une quantite de Tordre de X, c'est-a-dire une 
quantite negligeable. 

On pent encore remplacer le volume V^ par le volume ^ qu'occu- 

perait le corps p s*il avait en tons ses points la densite D^ qu*ii possede 
loin (les surfaces terminates. On a, en effet, 

N'/, -■ ^V H- A > ^,,,7, M/, — iV !>/, -»- > ^Jp,ff I \,d.r, 

(<7 — : (>, I, ;;i, ...,/> — I, /> -h I n). 

De ces t»galites, on deduit 






La quanlile -^. — - a forcement une valeur iinie pour toutes les 

valeurs de x comprises entre o et >.. Le second mcmbre est done une 
quantite de Tordre de )., c'ei^t-a-dire une quantite negligeable. 

Designons par r,^ le volume specifique du corps/; dans Telat sous le- 
(|uel it se presente loin des surfaces lerminales. Nous aurons 

_ I 
(Papres ce que nous venous de demontrer, nous pourrons remplacer 
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V^ par Mp(7j,, et donner an potentiel thepmodynamique la forme sui- 



vanle : 



(5) 







\ <l>=^|M4E(//,,-T.s>)-f-I>cr^]+^ A 
\ (y — o, I, i, . . ., yy — i,/>-h K . . ., /O. 

(^ette forme donnee au potentiel thermodynamique met en evidence 
deux propositions importan>tes : 

I"" Le potentiel thermodynamique du systeme se compose de deux 
parties. L'une de ces parlies est une fonclion lineaire et homogene des 
masses des divers corps qui constituent le systeme; Tautre est unefonc- 
tion lineaire et homogene des aires des surfaces qui limilent les divers 
corps du systeme. Supposons que, sans rien changer a la constitution 
du systeme, on augmente ses dimensions dans un certain rapport k. La 
premiere partie sera multipliee par A\ tandis que la seconde partie 
sera multipliee seulement par P. On congoit done que, dans Tetudc 
des systemes formes par des corps ayant des masses sutlisamment 
grandes, il est permis de negliger la seconde partie devant la premiere. 
C'est ce qu'on fail ordinairement en Thermodynamique. 

2" La premiere partie represenle Texpression que Ton aurait 
trouvee pour le potentiel thermodynamique en ne tenant pas comple 
des variations que Tetat de chacun des corps qui composent le systeme 
eprouveau voisinage des surfaces de separation. La seconde partie nous 
represente alors le resultat de la consideration de ce changement 
d*etat. Elle a simplement pour elTet d*introduire dans Texpression du 
potentiel une fonction lineaire et homogene des aires des surfaces que 
renferme le systeme. Les coelficients de cette fonction dependent de 
I'etat interne des deux corps que separe la surface a laquelle chacun 
d'eux est affecte. 

III. — Influence de la pesanteur. 

11 seraitmaintenant facile detraiterlecas oil le systeme, au lieu d*etre 
soumis uniquement a Taction d'une pression normale et uniforme, serait 
soumis non seulement a une telle pression, mais encore a d'autres 
forces exterieures admettant un potentiel W. II suffirait, en effet, d'a- 
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jouter a Texpression de <b, que nous venons d'oblenir, le poleiUiel W 
des forces exterieures nouvellement inlroduiies pour obtcnir I'expres- 
sion du polentiel ihermodynamique du systeme soumis a Taction de 
ces forces. 

Mais cette maniere de proceder suppose : 

i" Que Tintroduction des nouvelles forces ne trouble pas Thomoge- 
neite de chacun des corps qui constiluent le systeme; 

2" Que la pression exlerieure reste une pression normale el uni- 
forme. 

En general, ces conditions ne sont pas remplies. Si, par exemple, les 
nouvelles forces inlroduiies sont les actions de la pesanteur, chaquc 
coucbe de Tun des fluides que le systeme pent renfermer sera com- 
primec par toutes les coucbes situees au-dessus d'elle; elle subira 
done une compression variable suivant la bauteur a laqnelle elle sera 
situee dans le fluide; par consequenl, le fluide aura une densite va- 
riable d'un point a un aulre. De plus, la pression exlerieure ne pourra 
plus elre uniforme. Elle devra varierd'un point a un aulre, en vertu 
des principes de THydrostatique. 

Toutefois, Gauss, dans sa Theoria generalis figurcB fluidorum in statu 
ccquilibrii, n'a pas besile a nogliger ces deux influences perturbatrices. 
Si nous adoptonsla meme approximation, ilnous suftlra, pour obtenir 
le potentiel d'un systeme soumis a Taction de la pesanteur, d*ajoutera 
Texpression precedenle de * le polentiel W des poids des diverses 
parties de ce systeme. 

Si nous designons par ^M une masse elementaire du systeme, par^ 
sa bauteur au-dessus d'un plan borizonlal arbilraire, el par ^Tintcnsite 
de la pesanteur au lieu considere, nous aurons 

Le symbole V designe une sommation qui s'elend a tons les elements 

(7M de la masse du sysieme. Ce symbole equivaut, en realite, a une 
integration triple. Nous pouvons ecrire 



,,=-.1 



i 
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le symbole Ji designant une sommalion qui s'etend a tous les elements 

dMp du corps/?. Ayantainsi trouve Texpression de W, il ne nous reste 
plus, pour trouver Texpression du potentiel d'un systeme soumis a 
Taction de la pesanteur, qu'a ajouter cette valeur de W a Texpression 
de * trouvee dans Tarlicle precedent. Si nous faisons usage de Tex- 
pression de <I>donnee par Tcgalite (4)» nous trouverons 

\ (7 = <N 1,2, ...,/>— I, /^ 4-1, ..., /O- 

Si, au contraire, nous faisons usage de fexpression de <I> donnee par 
regalite(5), nous trouverons 

/ p = m 

(7) \ A-J { *^P LUq 

p = i 
^ (7 = 0, 1,2, ...,/; — i,/>-f-i, . .., /j). 

L'extretoe pelitesscde X permet de remplacerTexpressionde W ala- 
quelle nous sommes arrives par d'aulres expressions plus commodes 
dans certains cas. Nous ne nous arreterons pas a ces iransformalions, 
analogues a celles que nous avons fait subir a la quanlite PV^ a la fin 
de I'article precedent. 

Nous allons maintenant appliquer Irs divers resultats que nous 
venous d'obtenir a Telude des divers problemes donl Tensemble con- 
stitue la tbeorie de la capillarite. Nous commeocerons par examiner 
les lois des phenomenes capillaires proprement dits. 

IV. — Ph^nomines capillaires proprement dits. 

Dans les problemes qui constituent, a propremrnlparler, la theorif 
de la capillarite, I'objet que Ton se propose est le suivant : on se 
donne Tetat que les divers corps qui composent le systeme presentent 
loin des surfaces terminales, et Ton cherche les figures que doivent 
prendre, pour etre en equilibre, les divers fluides que renferme Ir 
systeme. 
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Pourresoudre ces problemes, ilsuffira, en maintenant constant Tetat 
(|ue les divers corps presentent loin des surfaces de separation, de 
(lonnera la fv^uve de chacun des fluides, ou de quelques-uns d'enlre 
eux, une deformation infiniinent petite compatible avec les liaisons 
auxquelles le systeme est assujelti, et d'ecrire qu'il en resulle pour 4» 
une variation nulle. 

Dans cetle deformation, les quantiles M^, D^, Up, Sp^ Cp demeurent 
invariables pour cbaque corps. On peut done, en <lesignant par C une 
quantite qui resle constanle dans ccs deformations, ecrirc 



C =: y xM,, [E(^/,. - T.V) ^ Per,,] . 



,,= i 



Le potentiel ihermodynamique du systeme aura alors pour expression 



r^" 



si le systeme est soumis a Taction de la pesanteur, et 

(9) <ll - C-l- N \ Ap,^ (/,,,,, (7i::-0, 1,2,...,/^— I,/>-h I,...,/0 

p = \ 

si le svsteme estsoustrait a cette action. 

De plus, puisque Tetat que les corps /? et y presentent a une distance 
suftisante de la surface 0^,^ qui les separe est suppose invariable, la 
quantite A^,^ est une quantite constanle. Si done on designe par le sym- 
bole 5 la variation qu'une quantite quelconque eprouve par suite d'unc 
deformation virtuelle opposee au systeme, on obtiendra, pour expres- 
sion de la variation 5<1> que 1> eprouve a la suite d'une telle defor- 
mation, 

/' = " , 

('o) a* =r. ^ (f,^ ^^ rfM„ 0^- +2/"-' '^^"•') 

,.= ! 
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si le sysleme estsoumis k I'action de la pesanteur, et 



p- n 



si le SYStfeme est soustrait a cette action. 

Ces valeurs de 5$ nous permetlront aisement d'exprimer que 4> est 
minimum, ce qui est la condition pour que I'etat du systeme soit un 
etat d'equilibre stable. 

Nous alions en deduire les principales lois des phenomenes capil- 
laires, en supposant lout d'abord qu'il s*agisse d*un systeme soustrait 
aux actions de la pesanteur. 

Nous remarquerons tout d'abord que les variations ?50^,^, imposees 
aux surfaces 0^^^, doivent etre compatibles avec les liaisons du sysleme. 
Parmi celles-ci se trouve la condition que la masse M^ de chacun des 
corps p denieure invariable; comme d'ailleurs D^ est aussi suppose 

invariable, le volume V^, qui est sensiblement egal a |r^> doit demeurer 

Up 

sensiblement invariable. Les deformations imposees aux surfaces qui 
separenl les divers corps du systeme doivent laisser invariable le vo- 
lume de cbacun des corps qui le composent. 

Supposons que les deux corps /? et q soieut tons deux a Tetat fluide, 
de telle sorte qu'on puisse deformer la surface 0^^ qui les separe. De- 
formons cette surface sans alterer son contour. Supposons, en outre, 
que, par cette deformation, une partie de la surface refoule le fluide p 
de maniere a augmenterle volume occupe par le fluide^, tandis qu'une 
autre partie refoulera le fluide ^de maniere a augmenter le volume oc- 
cupe par le fluide p d'une quantite egale a celle dont la premiere defor- 
mation avait di'minue ce volume. Laissons enfin invariables toutes les 
autressurfacesquerenfermele systeme. Nous auronsimagine une defor- 
mation virtuelle compatible avec les liaisons du systeme. Dans cette de- 
formation, nons aurons 

Deux cas sont alors a considerer : si (A^^^-f- A^,^) est positif, le mini- 
mum de $ correspondra au minimum de 0^,^; au contraire, si (A^^^ -+- A^.^) 
est negatif, le minimum de $ correspondra au maximum de 0^,^. Or il 
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nsl bien facile de voir que 0^,,^ ne saurait admettre de maximum; 
quelle que soil la forme de la surface 6^^^, on peul loujours la deformer 
de la maniere que nous avons indiquee, de telle faQon que son aire 
augmenle. Si done (A^,,-^ A^,^) est negatif, * n'admellra pas de mi- 
nimum, le systeme n*admettra pas de position d'equilibre stable. 

La possibilite, pour le systeme, de presenter une position d'equilibre 
stable est done soumise a la restriction suivanle : s\ pel q designent 
deux (luides du systeme en contact Tun avec I'autre, Tinegalite 

est vcrifiec. 

II va sans dire que Ton peul raisonner de meme lorsque Tindice q 
a la valeur o, c'csl-a-dire lorsque la surface consideree est une des 
surfaces qui limitent le systeme; dans ce cas, on a Tegalite 

et la condition precedente se reduit a 

(i3) Ap,o>o. 

Si la condition (12) est verifiee et si Ton designe par Ret R' les deux 
rayons de courbure principaux en un point de la surface 6^,^, ces deux 
rayons etant comptes positivement d'un cote determine de la sur- 
face 8^,^, aTinterieur du fluide/>, parexemple, la surface O^^^est definic 
par I'equation differentielle 

(i4) ^ -f- ^, =consi. 

Les metliodes employees par Gauss ou par M. J. Bertrand s'appli- 
quent, sans modification, a la tbeorie actuelle. Elles permettent de 
trouver les valeurs des angles de raccordement qui jouent, dans Tin- 
tegration de Tequaiion differentielle precedente, le role de conditions 
aux limites. 

Si un solide r plonge dans deux tluides/? et q, si Ton designe par i 
Tun des angles du plan tangent a la surface de separation des fluides 
avec le plan tangent a la surface du solide en un point commun a ces 
deux surfaces et si Ton choisit celui de ces angles qui, au voisinage du 
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point considere, renferme a son interieur le fluide p, on aura 

(l5) C0S«'=: (-^y*^"*" ^t-yq) — (Ap.r-t- ^r,p) 

\p,q-\- Aq,p 

I^a methode employee par M. E. Mathieu permettraaussi de deduire 
de DOS formules la valeur des angles sous lesquels trois (luides se rae- 
cordent. Si nous designons ces fluides par les \eiives p, q^ r, et si nous 
represenrons par les memes letires les angles di^dres formes par les 
plans tangents aux trois surfaces de separation en un point commun a 
ees trois surfaces, nous anrons 

^ sin/? sin 7 sin/* 



Aq^r~^ -^r^q Ar9p~^ -^p,r ^Piq~^ ^qtP 



Si nous supposons le liquide soumis a Taction de la pesanteur, toutes 
ees equations subsisteront, sauf Tequation differentielle de la sur- 
face 6^^^ qui deviendra plus compliquee et prendra la forme suivante : 



const. 



Telles sont les equations fondamentales qui reglent les phenomenes 
capillaires. On les obtient par une methode calquee sur la theorie de 
Gauss. La theorie mecanique de la chaleur conduit done aux memes 
consequences que la theorie de Gauss. Mais, pour oblenir ces conse- 
quences, elle ne fait qu'une seule hypolhese, dont la legitimite ne pent 
etre revoquee en doute par personne; cette hypothese est la suivante : 
si les divers corps eprouvent des modifications au voisinage de leurs 
surfaces terminales, ces modifications n*atteignent qu'une couche infi- 
Diment mince. 

Nous avons indique comment on pouvait obtenir les equations fon- 
damentales de la capillarite; mais les conditions qu*elles expriment 
ne sutfisent pas a assurer I'equilibre d'une maniere complete. Elles 
I'assureraient si Telat que chacun des corps du systeme presente a une 
distance sutTisante des surfaces de separation etait invariable comme 
on Ta suppose dans les modifications virtuelles qui ont fourni ces con- 
ditions; mais, en realite, cet etat est variable. Quel que soit cet etat, 

Ann.de I'Ec. iXormnle. 3'Serie. Torae H. — Jtillet i885. 29 
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Tequilibre ne peut eire assure que si les conditions precedentes sont 
realisees; mais il faut, en outre, pour I'assurer, d'autres condilionsex- 
primant que Tetat des divers corps qui constituent le systeme n'est pas 
susceptible de changement. 

Cherchons d'abord la condition qui exprime que chacun des corps 
qui constituent le systeme, gardant son etat physique et chimique, 
n'est plus susceptible de se comprinier ou de se dilator, qu'il a acquis 
la densite correspondant a Tequilibre. 

Considerons un des fluides du systeme que nous designerons par Tin- 
dice /> et que nous supposerons en contact le long de Taire O^o ^vec la 
surface qui limite le systeme. Cette surface supporte une pression nor- 
male uniforme que nous avons designee par P. Lorsqu'on deforme le 
fluide p sans fairevarier son volume, il se produitun travail non com- 
pense. Si ce travail se reduisait au travail de la pression P, qui est nul 
dans ce cas, le fluide serait soumis aux lois de THydroslatique, et la 
pression en un point quelconque pris ^ Tinterieur du fluide aurait pour 
valeur P. La densite du fluide aurait une valeur (K)^, liee k P par la loi 
de compressibilite du fluide. 

En realite, il n'en est pas ainsi. La deformation de la surface O^^ 
engendre un travail non compense qui ne se reduit pas au travail de 
la pression P. La pression a Tinlerieur du fluide peut alors avoir une 
valeur ndifl^erente de P; la densite Dp, que le fluide presente au sein 
du noyau interne est liee par la loi de compressibilite, non pas k la 
pression P, mais a la pression II. Nous aliens chercher la relation qui 
exisle entre P et n. 

Soit Lprfjpla quantile de chaleurequivalente au travail interne rflec- 
lue lorsquc le volume de Tunile de masse du corps p, supposee prise 
sous Tetat qu'elle presente au sein du noyau interne, augmente decfe^ 
a la temperature constanteT. Les principesfondamentaux de la thoorie 
mecanique de la chaleur nous fournissent les deux egalites suivantes : 

dup =iz — Lp ddp, 

A elant I'equivalent calorifique du travail, c'est-a-dire la quantite ~ 



\ 
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De ces deux relations, nous deduisons 



(i8) 



d(Ji 



E(«p— T^p) = — n. 



Remarquons maintenant que nous pouvons remplacer V^ par iMp<7,„ 
ce qui nous donnc 



p 



rfV. 



M. 



et nous aurons 

d 



^^^EK-T.p)-. ^EK-T5p)^ - - jj- 



Nous en deduisons 



d\ 



-[EMpK-T5p)]=-n. 



Cette formule va nous permetlre de trouver la relation qui existe entre II 
etP. Supposonsquela surface OpoSedeforme; quetoutes les autres sur- 
faces 0^^^ qui limilent le fluide p demeurent invariables; que, par suite 
de cetle variation, le volume du fluide/? augmente deSV^ct son volume 
specifique de ^<;p. Cette variation du volume specifique du fluide/; fait 
varier toules les quantites lelles que A^^^et A^,^. Le potenliel thermo- 
dynamique du sysleme, pris sous la forme donnee par Tegalile (4), 
eprouve done la variation suivante : 



d^=^[EMp(wp-T5p)](5Vp-+-PaVp 



I 






^Py^ ^^Pti) 



P ^''P 

% 

(^ ziT 1 , 2, . . . , /> — I , /> -h I , . . . , /^). 



OU 

0^ 



= !**-"^ii;K» 



t).\ 



p.o 



t)<J, 



1 



'P,7 






jav. 



\^/■ 



Pour Tequilibre, cette quantite doit elre egale a zero. 

Un theoreme important, duliM. Bertrand, nous fournitune relation 
entre les deux varialions JV^ el 50^,o- 

Soil dhp^Q un element de la surface 9p,o- Get element se projetle nor- 
malemenl sur la surface deformee 0^^ suivant un second element qui a 
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pour aire 
On a alors 



oOp,o=^S{de,,oh 



le signe ^ designant une sommation qui s'etend a lous les elements 

d^pQ de la surface 0^,o- 

Soil € la distance norinale, au point considere, des deux surfaces 
%.o 6t ^p.o* comptee posilivement lorsque la surface deformee est, 
au point considere, en dehors du fluide p. Soient R et R' les deux 
rayons de courbure principaux de la surface 0^ o» au point considere, 
ces deux rayons etant comptes positivement lorsque les centres de 
courbure correspondantssont a I'interieurdu fluide/?. Le theoremede 
M. Berlrand consiste dans la relation suivante : 

oidOp^o) = (^-^ -^ ^/j BdOp,,. 

On a done 

Mais nous supposons que le fluide p a pris sa figure d*equilibre. On a 
done, en verlu de la relation (i4)> 

I I 

1^ 4- ^ =: const., 

ce qui nous permet d'ecrire, en designant maintenant par R et R' les 
rayons de courbure en un point arbitrairem^nt choisi sur la surface 0^.o» 



^^^P.o = (^-i-jJ-,)§e^^P,o. 



D'aillcurs il n'esl pas difficile de voir que 



On a done 



oVp — j^ £ dOp^^. 



^^/'.o— ( n "^ R' ^"^^'^^ 
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En reporlant cette expression de X9^,o dans Texpression de S$ et ega- 
lant a zero le coefficient deSVp, on obtiendra la condition d'equilibre. 
Cette condition est la suivante : 

(<9) n = p-f-Ap,oQ "^ iS:^) "^^^ 

relation dans laquelle ^ est defini de la nianiere suivante : 

(.0) j ^- m; |;'"« d^ -^1,'^' d^p J 

( (^ = 1, 2, . . ., /> — !,/> -HI, . . ., W). 

Considerons de meme deux fluides p eiq en contact; designons par 
11^ la pressionenun point a Tinterieurdu fluide/?, et par n^ la pression 
en un point dufluide^. SoientR et R' les rayons decourbure principaux 
en un point choisi arbitrairement sur la surface 6^^ de separation des 
deux fluides. Supposons ces rayons comptes positivement lorsque les 
centres de courbure correspondants sont a Tinlerieur du fluide^. En 
raisonnant conime nous venons de le faire, noustrouverons la relation 
suivante : 

relation dans laquelle ^p et ^g sont definis de la maniere suivante : 

(/• = I,2, ...,/> — !,/? -HI, .. .,/i), 

*" - m; l ^'^ "^7 Zs'^' da, J 

(5 = 1,2,...,^ — ly q -\- I . ...,/i). 

Si, dans les relations (19) et (21), on remplace les quantitesvp, ^p, i^ 
par des constanles, on Irouve les relations que Laplace avail deduiles 
de la theorie de Tallraction. Mais une semblable transformation ne 
saurait etre permise, car ces quantiles varuent avec les masses M^ et M,, 
et s'annulent lorsque ces masses deviennent Ires considerables. 



(22) 
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V. — Chaleur digagie durant un phinomftne capillaire. 

La connaissance du potentiel thermodynamique d*un syst^me nous 
permet d'exprimer la quantite de chaleur mise en jeu par Teffet d'une 
modification du systeme. Rappelons a ce sujet quelques principes g^ 
neraux de la theorie du potentiel thermodynamique. 

Considerons un sysleme dont Tetat est defini par la temperature abso- 
lueTet parun certain nombred'autresparamelresa|,a2, ...,ap, ...,«;,. 
Soient 

U Tenergie interne; 

S Tentropie; 

V le volume total de ce systeme. 

Supposons que la surface qui limite ce systeme supporte une pression 
normale, uniforme et constante que nous designerons par P. Ce systeme 
admet un potentiel thermodynamique 4>, et Ton a 

(I) <t=iE(U-TS)-hPV. 

La condition d'equilibre du systeme est la suivante : quelles que 
soient les variations ^a^, on doit avoir 

p = n 

(.3) S^^^^'*^^' 

p=i 

ce qui revient aux egalites suivantes : 

, o , ' . d^ d<l> d^ 0^ 

Remarquons maintenant que Ton a 






Supposons que, tons les parametres etanl maintenus constants, on 
fasse croiire la temperature de dT. Le sysleme degagera une quantite 
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(le ehaleur dQt, et Ton aura 

En vertu des egalites {23bis)^ le sysiemeest en equilibre. La modifi- 
cation consideree est done reversible, ce qui permet d'ecrire 

En remplaQant dans cette egalite dQ^ par sa valeur, nous trouvons 

dS_2.dU ipdV 

c^T — T c^T "^ T dT' 

» 

En reportant cette valeur de ^ dans Texpression de ^, nous trou- 



vons 



— --ES 



En substituanl cette valeur de — ES dans Texpression de 4>, on 
trouve 



EU-+-PV = * — T 



dT 



Supposons que le systeme eprouve une transformation sous la pres- 
sion constante P. La temperature! variera de dT; les parametres a|, 
aj, . . ., ap, . .., a^, croitront de rfa^, rfa^, . . ., rfx^, . .., rfa„; le systeme 
degagera la quantite de ehaleur de fi^Q,, et Ton aura 

on bien 

p-n 

E ^Q = - ^ (EU -h PV) cTT -V ^ (EU -+- PV) doLp. 

p = i 

En remplaQant (EU-i-PV) par son expression en fonction de 4> et 
de 37?; > on trouve 

Ol 

p=l 
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Mais on a 

d(Xp\ dTj~d<Xp dToa 



En vertu des egalites {aZbis), cette derniere egalite sc reduil a 



dot 
On a done finalement 






„/«J'* V <J'* 



rfQ=.AT(|^+^ 



/»=l 



(?Tdap 



ou, en designant par d une difTerentielle totale par rapport aux varia- 

I)lvSXyOC|f fX.2 9 ***9 ^0> * * * 9 ^/i* 

(24) ^Q = AT^(^^). 

Cotte equation est generate. Elle suppose seulement que le systeme 
a la meme temperature Ten tousses points, etestsoumisa unepression 
normale, uniformeet constante P. Nous allons appliquer cette egalile 
aux systemes etudies precedemmenl. 

Pour ces systemes, on a, en vertu de Tegalite (5), 

p = n 
p = l 

(<y =z O, I, 2, ...,/? — I, p -\- I, ...,«). 

Nous supposerons que, parmi ies paramelresindependants qui ser- 
vent a definir Tetat du systeme, se irouvent la temperature!, la masse M^ 
dechacun des corps qui constituent le sysleme, le volume specifiquea^ 
de chacun d'eux, entin lesdiverses surfaces 6^,^. 11 se peut que Ies para- 
metres ne suffisent pas a definir Tetat du sysleme; mais, pourvu que 
ces parametres soient choisis comme variables independantes, ce que 
nous allons dire pourra s*appliquer. 
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Nous avons 






p--zn 

(q =:0, I, i, ...,/> — I,/? -f-l, . . ., n). 

En general, on a, en designant par n^ la pression a I'interieur du 
corps/?, 

dsp £ dup A „ djp 

Mais, fjp etant une variable indepcndante, -—-' = o. Par consequent 

^, I M^[E(//^4- T^^) - Pap] j = - FMpSp. 

D'aulre pari, 0^^^ etant une variable independante, on a 

jL(\ fj \ — fj ^hp^i. 
On a done 



/' = I p^i 



et 



p = n ^ / p=zn 

p=l / \7» = l 



/p—n . /P-n 



(<7=z:o, I. •>., ...,/> — !,/? -hi. . . ., n). 

Si les divers corps qui constituent le systeme avaient au voisinage des 
surfaces terminales i'etat sous lequel ils se presentent a une certaine 
distance de ces surfaces, Tentropie du systeme aurait pour valeur 



/j = /i 

^= N M„A„. 



La modification considereedegagerait alors unequantitede chaleur^/^. 

Ann, dc I'Ec. iXorm, 3* Serle. Tome U. — Juillet i885. 3o 
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el Ton aurail 



On peul done ecrire 



\ p-^i J 



p=n 



(7—0, I, 2, ...,/>— I,/> 4- I, ..., W)' 

Celte relation nous monlre Tinfluence que les changements d'etal 
(|ui sc produisent au voisinage dcs surfaces lerminales exercent sur 
les phenomenes iherniiques qui accompagnent une modificalion quel- 
conque du syslerne. Cetle relation est due a M. Van der Menshrngglie. 
Avant lui, Sir W. Thomson avail donne la relation 

/> 1- H 



dQ - ^7 = AT ^ ^ ^-Jp? dOp^,. 



p.-. I 

CeUe relation n'est pas complete. 11 faut, pour la completer, ajouter 
au second membre le terme 

pr-t 

Nous renverrons aux Memoires de Sir W. Thomson, de M. Moulier el 
doM. Van derMensbrugghe pour Texamen des consequences que Ton 
peut lirer de Tegalite (^5). Nous avions simplement pour but de mon- 
trer comment cette egalite pout se deduire de la theorie du polenliel 
ihermodynamique, et aussi de prouver qu'elle n'est pas modifiee par 
les complications que Tetude des changements d'etat superficiels inlro- 
duitdans la theorie des phenomenes capillaires. 

VI. — Changements d'etat. — Vaporisation. 

Nous allons maintenant appliquer les principcs precedents a la 
theorie des changements d'etat ; nous nous occuperons, en premier 
lieu, de la vaporisation. 
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m 

Considerons un sysleme compose de U maniere suivanle : 
Une masse liquidc extremement grande, que nous designerons par 
rindice (i),entoure une bullede vapeur que nous designerons par Tin- 
dice (2). La surface 0,,o. qui limite le liquide, a en tous ses points des 

rourbures - et -7 infiniment peliles. Les courbures de la surface 0, ., (lui 

separe le liquide de la vapeur sont, au conlraire, des quantiles finies. 
Soient M, et M^ la masse du liquide et la masse de la vapeur, <7f et c. 
le volume specifique du liquide et le volume specifique de la vapeur. 
En verlu de Tegalite (5), le potentiel thermodynamique du sysiemc 
aura la valour suivante 

ou bien, en posant 

Supposons (ju'une quantiie infiniment petite du liquide passe a Telat 
de vapeur. Ma augmentera de c^M^ ; M, diminuera de la meme quan- 
tiie; <l> augmentera de 

4- A,,oo{/i,o-h(A,,2-f- A,,i)oO,,j h 0,.o'5A,,o-H ^i,io(A,,i-+- Aj,,). 

Kvaluons toutes les variations qui figurent au second membre en fonc- 
lion de SM2 et des paramclres qui definissent Tclat du sysleme. 

Le volume specifique du liquide,qui avail pour valeur c,, est devenu 
'^t 4- ^'7i ; le volume specifique de la vapeur, qui avail pour valeur ^7^, 
est devenu c^ -+- S^j. Soient n, la prcssion initiale a Tinlerieur du li- 
quide, etllo la pression initiale a Tinterieur de la vapour. Nous avons 
vu, au Chapiire IV (egalite 18), que 

oE( Wi — Tsi) -- — I[i6o"i, 

dE(//j — T5,) — -Iljr}:!.. 

Nous pourrons done ecrirc 

09, m:: (P — 11,) 0(7,. 
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Si nous comptODs positivement les rayons p et p' lorsque les centres de 
courbure correspondanls sont du cote de la surface O^^q ou se trouve le 
liquidc, nous aurons, en vertu desegalites (19) et (20), 

n.= P + A.., (1 + 1) + 1- [0... A A..0+ 0,,, A (A.., + A...)J- 



I I I 



Mais, d*apres ce que nous avons dit, les quantites -> -/' ^ sont infi 
niment petites. L'egalite precedente nous donnedonc 



II en r^sulte que 



n,=.p. 






II en resulte aussi quelle est invariable, ce qui nous donne 



0(Ti = O. 



Soient R et R' les rayons de courbure en un point de la surface Oj^, 
ces rayons etant comptes positivement lorsque les centres de courbure 
correspondants sonl a Tinterieur de la vapeur. Nous aurons, en vertu 
des 6galites(24) et (20), 



n,-ii, = (;A,,,-+-A,,o(g^- ^J?) 



I 



Mais TT- est infiniment petit; de plus, n, = P; nous deduisons done 



M, 



dc la 



p-n.=-(A,,,-f- 



A,.,) (i^ + j(;)-j^ [().., ^(A.., + A.,) 



et 



o>. = - (A..,+ A,.,) (1 + jL j oV, _ 2. ^e,,, A (A..,+ A,..) 
De la nous tirons 



0(74. 



M,o>,4- M,d9,--- I M,(A,,,-h '^«.i) (r + K^)"^ K'* o7^ (A,,,H- A,.,) |o(7-. 
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Calculons mainlenant 

Le volume du liquide augmenle de SV<, celui de la vapeur de SV^. Le 
volume limile par la surface 6,^0 augmenle done de (^V, -+- W^). On a 
alors, d'apres le theoreme de M. Berlrand, que nous avons deja in- 
voque, 

w,,o=(i-H^)(av.4-dv,). 

La quantile (SV| -h SVj) est evidemment de Tordre de SMj; d'aulre 
part, la quanlite (•--+--/) est infiniment petite. Nous pouvons done 



eerirc 



Le volume embrasse par la surface 8, 2 augmenle de SVa- Nous pou- 
vons done ecrire 

La quantile 

A,.,o5,,o-+-(A,,,-+-A,,»)39,,, 

a done pour valeur 
Calculous enfin les termes 

^i,o5A,,o-h^,,,5(A,,,H-A,,,); 

nous avons 

0(A,,,4- A,,0 - -^-^ OCT, 4- ^^ OCT,, 

et comme nous avons, ainsi que nous Tavons vu, 

Offi = o, 

nous pouvons ecrire 
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Kn reunissaht tous (es resullats ohtenus el en reduisant les termps 
semblables, nous arrivons au resultat suivanl : 

Remarquons maintcnant que Ton pcul ecrire 
(H, par consequent, 

oV'j r^ Ml 5o-2 -f- CTj 5M,, 

el nous aurons 

Otle equation renferme la theorie complete de la vaporisation. 
Supposons en premier lieu la surface de separation du liquide et de 

la vapcur tres faihlement courbee. La quantile (^ + 177 ) etant extre- 

mement petite, nous pourrons negliger le Icrme dans Icquel elleenlre 
(onime facleur. L'equalion precedente deviendra done 

Quelle est, dans le cas actuel, la signification des quantites 91 et f^^? 
i]es quantites sont definies par les egalites {26) 

9i = E(M, — T^,)-f-P(7,, 

w,, 5,, 1, sont Tenergie, Tenlropie, le volume specitique de Tunite de 
masse du liquide, sous la pression II|, en supposant que le liquide 
n'eprouve aucun changement d'etat au voisinage des surfaces termi- 
nales. De meme Mj, ^j, ^2 sont Tcnergie, I'entropie, le volume de Tunite 
de masse de la vapeur prise sous la pression II^ et en supposant que 8on 
etatne subisse aucune variation aupres des surfaces terminales. 
Mais nous savons deja que 11, = P; de plus, nous savons que 

P-II.= -(A...+ A,,)(^ + j;,)-j^j5,,,^(A,,-HA,.) 
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Or, dansle casactuel, |.) ^> ^- sontinfinimentpelils; nousavonsilono 

aussi Ila = P. 

II en resulle que y, est le polentiel de I'unile de masse du li(|uidr 
suppose homogene dans toute son etendue, meme au voisinage d('s 
surfaces terminales, el soumis a la pression P; 92 est, dans les memes 
conditions, le potenliel de I'unile de masse de la vapeur. L'egalile (28 
esl alors regalitc qu'on Irouve direclement en negligeanlles moditica- 
lions qui se jiroduisent au voisinage des surfaces lerminales. Nous 
avons montre dans un aulre Iravail (*) commenl on pouvait en deduire 
la pluparl des iheoremes connus sur la vaporisation. 

Supposons maintenant que R et R' soient Ires pelits ci posilifs; en 
d'aulres lermes, cnvisageons une Ires petite bulle de vapeur entouree 
par le liquide. Soil f^ le potenliel thermodynamiquc de Tunite de 
masse de vapeur supposee homogene jusqu'aux surfaces et soumise a 
la pression P. Si nous nous souvenons que 

nous pourroDS ecrire 

s,^ etant le volume spccifique de la vapeur sous la pression P et r, |e vo- 
lume specifique de la vapeur sous une cerlaine pression II comprise 
entre P et IL. 
. En integrant par parlies, nous irouvons 

La quantile n est toujours positive. Soil c une valeur de cette (|uan- 
lite comprise entre n,^ et s.^. Nous pourrons ecrire 



X 



II. 

crrm = -5(p-n,), 



(MP. Di'iiBii, Thdorie du polentiel thennodrnamique (en cours de publication). 
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el, par consequenl, 
niais 

on a done 

Noussavons, en vertn de rinegalite(ia), que (A<,a4- A2,i)cst posilif; 
il en esl de meme de ; et de (tt -+- g> j; Texpression precedenle ne ren- 
fernie que deux quanlites dont le signe est inconnu; cesdeux quantiles 
sonl (? — ^52) el y-(A<,2-*- A,,,). Mais, quel que soil le signe de cesdeux 
quanliles, il est facile de voir que 

esl loujours posilif. Nous pouvons, en effet, dislinguer trois cas : 

I** -^(A<,2-^ A2,i) est posilif, II2 esl alors superieur a P; ^72 est infe- 

lieur a s^f et, comme ; esl compris enlre a., et ^2, ; — - ^2 est posilif. La 
((uanlile que nous considerons esl done posilive. 

2" -^ (A,.2-^ Aa,,) est negalif, mais^ ^(A^^a^- A2,,)est moindre 

en valeur absolueque (A,,2-+- Aaj) (|T 4- |T7 )• Dans ce cas, II, est en- 
core superieur a P; ; — (jo est encore posilif; mais celle quantile esl in- 
ferieure a ; en valeur absolue. La quamile(;— ^^2)^ t-(A,,2-*- Aj.Jesl 

doncnegalive,maisinferieureenvaleurabsoluea(;(A|,2-+-A2,«)(^ -+- ^y 
La quanlile que nous considerons est done encore positive, 

i^ — fAi,2-^A2.i) est negalif, mais-^ Y (A|,2-^-A2,i)estsuperieuren 



V 



aleurabsolue a (A, ,2-+- Aa.i) (^ + if)- Dans ce cas, 1X2 esl inferieuraP; 



'7 



2 esl une quanlile negalive. La quanlile (; — ^72)1^ j— (Ai,2^- Aj,!) 
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est (lone positive, et il en est de meme de la quantite que nous consi- 
derons. 

Done, dans tous les cas, la quantite 



«(A,,,-+-A,,,)f^-f- R"7"^^^~"^*^'S2 J^^^*'*"^'^*-' 



) 



est positive. 

Si la bulle de vapeur est tres petite, les quantites |r) ^,i ^ sonl 

toules trois infiniment grandes. La quantite /a— <p, est done negli- 
geable devant la preeedente, et il en resulte immediatement que ^$ a le 
signe de SM^. Or une transformation n'est possible que si elle corres- 
pond a une valeur negative de 8$; done 8M2 ne pent etre que negalif. 
Par consequent, lorsqu'une tres petite bulle de vapeur se trouve en 
presence du liquide generaleur, la vapeur qu'elle contient pent se con- 
denser, maisellenesauraiteroitre auxdepens du liquide environnant. 
Elle ne pent croilre aux depens du liquide environnant que si ses di- 
mensions sont superieures a une certaine limitc. Celle proposition dc- 
montre Timpossibilite, pour une bulle de vapeur, de prendre naissance 
au sein d'un liquide, dans quelque condition que ce soit. 

On a pretendu que le contact d'un solide pouvait rendre possible 
cette formation d'une bulle de vapeur, qui ne saurait se produire au 
sein meme du liqitide. L'experienee a depuis longlemps fait justice de 
cette idee. Nous allons montrer que la iheorie vient confirmer, sur ce 
point, les resultats obtenus par Texperience. 

Noussupposeronsqu'un solide, auquel nousreserveronsrindice( 3), 
soit en contact avec le liquide par la surface O,,, et avec la vapeur par 
la surface O^^^; en faisant usage de notations analogues a celles que 
nous avons adoptees dans le cas precedent, nous aurons 

Posons 

9, — E(M, — T5i)--r Pa,, 

oj— E(«2— T^j) -+- P(72, 

93=:E(^/8 — T53) ^-Pffa. 
Ann. de I'Ec. Normale. 3* Serie. Tome 11. — Jlillet i885. 3 1 
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Nous aurons 

<l»-.M,9,-h]VIj9i-h M3CP3+ A,,o{/|.o 

Supposons qu'uDe certainc quantite de liquide passe a Telat de va- 
peur; M2 augmente de SM2; M, diminue de la meme quantite; <I> aug- 
inente de 

o<I> — ((p, — 9,)(5M,4-Mi09i -+- M209J -f- M3(593 

+ Ai,od<^,.o4-(A,.,-hA,.,)o{),.j-4-(A,.3-HA3.i)'50,,3-H(Aj,3-4-A3,i)o'(),., 
H- ^i,o5A,,o+ ^,.,'5(A,,,-h Aj.t) 4- ^i.3o(A,.,-h A3,,) -^ 0,^,d{\,,,-h A3,,). 

Comme dans le cas precedent, en supposanl la masse du liquide tres 
considerable, nous aurons 

09,^:1:0, o(J^^zzo, oA,,o^^o. 

La pression supportee par le solide au point oil se trouve la hulle de 
vapeur varie avec les dimensions de celle bulle. Mais la pression sup- 
portee par toutes les autres parties de la surface du solide, que nous 
pouvonssupposer tres grand, demeure invariable. Nous pouvons done 
supposer que I'elat interne du solide n'eprouve pas de variation sen- 
sible, ce qui nous donne 

093 = O, 0(73 -- O, 

D*une maniere generale, nous avons 

A/ A . i , _ (^(Ai.a-HAs .i) ^^ . ^(Ai.H-A3^) , 

5(A,,3-^ A3,,) - ^^ OCT, -+- -^^ OCT,, 

^/A _x. i s_ ^(A3.i-hA3,J , (){Kl-^K^) :i^ 

o(A,.,-+- A,,3) ^^- bcr, + ^^- OCT,, 

0(A,,,+ \,,,)_ ^^ 0^. -4- ^^ OCT,. 

En vertu des egalites 

di7^=: O, S(7i^=^ O, 

les dernieres egalites deviennent 

;^ / A , A \ ^(At.3-^- As,,) ^ 

0(A,,3-4- As,,) — — da,, 

d(A3,,-h A,,,) — o, 

o(A,,,4- A,,,)-— '-j^ o<7,. 
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Supposons une deformation quelconque de la bulle. Nous aurons 
tou jours 

egalite qui exprime que la surface lotalc du solide lie change pas. 

Supposons, en outre, que la bulle augmente de volume en restanl 
semblable a elle-meme; nous aurons 

II nous sutlit done de calculer la quantite dO, 2. Or on verifie tres 
aisement que, si Ton designe par i Tangle de raccordement des sur- 
faces 0, .. et 62,*. en prenant Tangle qui renferme le liquidea son inle- 
rieur, on Irouve 

oKt-^K, cos/ = (^^^ -t- ~)j oV,. 

Les diverses relations que nous avons ecrites nous donnent 

«■•• - 5;T^fe5n- (h - if) ""'■ 

Nous pouvons alors ecrire 

Cette expression se simplifie d'une maniere notable lorsqu'on rem- 
place cosi par sa valeur 

^„«/_ (A,..+ A,.,)- (A,,,-h A,,,) 

COS I — -: • 

En eifet, on a alors 

I A|,2-HA2,, 



^1.2- ^,.3 cost- j(A,,,4-A,.,)9,,,+ [(A,,,^A3.,)-(\,,,+ A,.,)]9,.3! 
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pt, par consequent. 



o4» - ( 9, - 9, ) oM. + I^M, ^ + 5, ., -^^ + 5,., -^^ j 5ff,. 

-+- (A,,,H- A,,,) f-i + ^/jo^'j- 
Mais, d'autre part, 



^1? - 1> _ n 



et 






- k h" S^^-^'-' -^ ■^••'^ ^ ''••'^. (A..,+ A,.,)] 

Mais, si nous supposons le solide et le liquide tres etendus, les termes 

^i.« ^i,» ^lA 

M, ' M,' Ma 

devienDent intiniment petits, et nous pouvons ecrire 

P-n.:r.-(A,..+ A..,)('g + ij7) 

ce qui nous donne 

Enfin la relation 
nous donne 

V, = M 2 (5<7j — (7i Mj 

el, par consequent, 
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Cette egalite esl idenlique a I'egalile {^'])f que nous avons obtenue 
dans le cas oil la vapeur n'etait pas en contact avec un solide. On la 
traitera exaclement comme Tegalite (27), et Ton arrivera aux conclu- 
sions suivantes : 

i" Lorsque la surface de contact du liquide et de la vapeur est tres 
peu courbce, la presence d'un corps solide n'influe en rien sur le plie- 
nombne de la vaporisation. 

2® Une tres petite bulle de vapeur, adherente a un corps solide, et 
en contact avec le liquide generateur, ne pent augmentcr de masse; 
elle ne pent que se condenser. La presence d*un corps solide ne pent 
done empecher les retards d'ebullition. 

La theorie de la capillarite rend done compte de ces phenomenes 
en apparence exceptionnels, lorsqu'ils furent decouverts, et reconnus 
aujourd'hui comme lout a fait generaux. II va sans dire que Tanalyse 
precedente s*appliquerait, moyennant de legercs modifications, aux 
phenomenes de la sursaturalion des solutions gazeuses ct a la decom- 
position de certains composes, lels que Tacide azoteux, susceptibles 
de donner des produits gazeux. Nous n*insisterons pas sur ces pheno- 
menesy donl Tanalogie avec les retards d'ebullition est trop evidente. 

VII. — Changements d'itat (Suite). — Surfusion. 

II n'est pas possible de traiterles questions relatives a la fusion avec 
autant de rigueur que les questions relatives a la vaporisation. En 
voici la raison : la pression a Tinterieur d*une masse fluide depend de 
la courbure des surfaces qui limilent cette masse, et nous savons ex- 
primer la dependance qui existe entre ces quantilcs. Au conlrairc, 
lorsqu*il s*agit des corps solides, nous ne savons pas si la forme des 
surfaces terminates influe sur Tetat interne du corps, ct, en admettant 
Texistence de cette influence, nous ne savons pas I'evaluer. Cette im- 
puissance nous empeche d'appliquer aux corps solides des considera- 
tions analogues a celles que nous avons appliquees aux fluides dans le 
Chapitre precedent. 

Mais, si nous ne pouvons donner des phenomenes de la fusion une 
theorie aussi complete que celle que nous avons donnee des pheno- 
menes de la vaporisation, nous pouvons du moins en donner une 
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theorie approchee, en admettant, ce qui ne s^ecarte probabiement pas 
beaucoup dc la verite, que Tetat interne d'uo solide est le meme que 
si ce corps ctait homogene jusqu'au voisinage des surfaces terminates 
et sounf)is a la pression qu'il supporle reellement. 

(]<)nsiderons un solide en contact avecun liquide qui peut, en se soli- 
(litiant, lui donner naissance. Reservons Tindice (i) au liquide, que 
nous supposerons indefini, et ]*indicc {i) au solide. 

Le potentiel ihermodynaniique du systeme a pour expression 

9, et 92 etanl detinis par les egalites 

(Pi --- E ( M, — T.v, ) -+- P (Ti , 

Supposons qu'une masse inBniment petite du liquide passe a Tetnt 
solide; M.^ augmentera dc dMs; iM, diminuera d*une quantite egale; 
'l>augmentera de 

-H A,,o5(),,o-i- (Ai.j-h A,,,)65,,,4- 5,,o5A,.o-+- ^i.i^(Ai,t-l- A,.i). 



Le liquide etant suppose indefini, nous avons, comme dans leChapitre 
precedent, 

D'autre part, en vertu de Thypothese que nous avons faile, Tetat in- 
terne du solide ne change pas. Nous avons done 

095 := O, (Jffi ^= O. 

D'une maniere generale, 

^. (/A 1,0 > 

d{A,,,-4-A,,0-- ^^ <5cr,-+- ^^- oc,,. 

Dans ie cas actuel, ces egalites deviennent 

oA,,o = o, 
5(A,,,-hAi.,)~o. 
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On a (lone 

o4> = (9, — 9i) 3M, 4- (A,., -4- A,.i) 3^,.,. 

I^valuons 6,, 2 en fonction de JAI^. 

Soil a un poinldela surfaceO,,^- Supposonsqu*une certaine (|unDtite 
de liquide se soil eongelee, en deposant sur le solide une couche dont 
Tepaisseur a pour valeiir e au point a. Soient R et R' les rayons de 
courbure de la surface 0,2 &u point a, ces rayons etant coinptes positi- 
vement lorsque les centres de courbure correspondants se irouvent du 
ineme cote que la surface 0< 2 que le solide. Soit rff),,2 un element de la 
surface 0,^2 P'*is aulour du point a. Nous aurons, en verlu du theoreme 
de M. Bertrand, 

et, par consequent, 

le signe Q indiquant unesomniation qui s'etend a tousles eleinentst/0, .. 

de la surface 6,^2» oti ^^ moins de la partie de celle surface sur laquelle 
la solidification s*est effectuee. 

Supposons celte surface convexe; ij -+- ij? sera positif. Si nous desi- 

gnons par - h — ; une quantite comprise entre la plus grande et la plus 

P P 

petite des valeurs que n -^ o? prend aux divers points de la partie de 

la surface en lesquels la solidification est censee s'effectuer, nous 
pourro.ns ecrire 

Mais on a, en general, 

egalite qui se reduit, dans le cas actuel, a 

On a done 

(3o) 3*=r(q),-?,) + «r,(A,,.-i-A.,,)^i- ^)j ^M,. 
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Si la surface de separation du solide et du liquide est trcs peu 
courbee, le terme - -f- - est infiniment petit, et cetle egalile sc reduil 
a Tegalile 

de laquelle, comme nous Tavons monire dans un autre travail, on peut 
deduire toute la theorie de la fusion. 

Si, au contraire, les courbures de la surface 61,2 sont extremement 
prononcees, Ic signe de 5$ est celui de 

^j(A,,2-hA3,i) (- H- -,]oMi. 

Deux cas sont alors a considerer : 

1" A, ,2+ Aa,, est posilif; 3* a alors le signe de c^M^; une Ires petite 
particule solide nc peut s'accroitre auxdepens du liquide, ni afortiori 
prendre nnissanceau scin du liquide; 

2** A^^aH- A2 1 est negalif: d'^ a un signe conlraire a celui de SM^ : 
une tres petite particule solide peut s'accroilre aux depens du liquide 
ambiant. 

En general, lorsqu'on abaisse la temperature d*un liquide au-des- 
sous de son point de fusion, ce liquide resle d'abord surfondu; mais, 
lorsque la temperature est devenue asscz basse, il se solidifie sponta- 
nement. On explique ce fait en supposant que A, ,2-1- Aj,,, posittf si la 
temperature du point de fusion, devient negatif a une plus basse tem- 
perature. 

Si la surface du solide etait concave au point ou lA solidification est 

censee s'effectuer, - h — : serait negatif. La solidification serait alors 

possible si la courbure etait ties prononcee en ce point. Mais cetle 
solidification aurait pour effet de combler cette concavite, el, une fois 
celle-ci disparue, les raisonnements precedents deviendraienl appli- 
cables. 

Les raisonnements precedents supposent la particule solide terminee 
par une surface courbe. lis ne s'appliquent plus a une molecule polye- 
drique, car Texpression de 50<^2? donnee par le th6oreme de M. Berirand, 
devient inexacte dans ce cas. Mais ce cas peut etre traite directement. 

Supposons qn'une particule solide polyedrique croisse en reslant 
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semblable a elle-meme, dc telle sorle que rhncunQ de ses dimensions 
soit mullipliee par i + X. II esl evident que nous aurons 

De la nous deduisons 

oM^ = ["(9,- 9, ) ^ |(A,,,-+- A,,,) ^] oM,. 


Si la masse du corps solide est tresgrande, ^eslexlrememenl pelil, 

el Tegalile precedente se reduit a 

oO-n (9, — 9,)oMj. 

Si, au conlraire, la masse du corps solide est tres petite, is^^^t ex 
Irememenl grand, et Tegalite precedente se reduit a 



n 



Des deux egniites que nous venons d*ecrire, on deduit, pour les par- 
ticules solides polyedriques, les consequences que nous avons trou- 
vees pour les particules terminees par une surface courbe. 

On pent, de la meme manifere, rendre compte des ph^nomenes de 
sursaturation que presententles dissolutions salines; I'indice (i; etant 
reserve a la dissolution, nous avons encore 

O r^ M, 9, -*- M,9, -+- A,,o^>,,o -H ( A,,, 4- Aj,,) 0,,2. 

La dissolution renferme une masse m de set ct une masse ;/. d*eau. 
Si nous posons 



dm 



^F. 



= (;, 



nous aurons ( * ) 



(*) P. Dl'HRM, Tfu'oric du potenticl thermod/namique, (En cours de publication.; 
Jnn, de I'tc. Norm. 3* Serie. Tome II. — Ju llet i885. 32 
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el, par consequent, 

4» =r m F H- fxG H- M,9, + Ai,o ^i.o + ( A,,, -f- A,,,) (?,,, 
et 

-1- A,,o'5i.o -+- (A,., -h Aj.i) 5(?i,, -4- ^,,ooA,.o ■+■ 0i,i3(A,,, -i- A,,i), 

II4 designanl la pression a Tinterieur de la solution, etn.^ la pression a 
rinterieur du solide. 

Mais, de ce que le liquide est suppose indefmi, on deduit IIi = P, et 
55n, =0; d'autre part, en verlu de rhypolheseque nous avons faite au 
commencement de ce Chapitre, on a n^ = P, et d^IIj = o. Les termes 
qui figurent a la premiere ligne de ^$ se reduisent done simplement a 

(9,-F)aM,. 
Le fluide etant suppose indetini, on a 

Les quantiles A,,©, A,,^, Ajj dependent non seulement de la pression 
a rinterieur de la dissolution et de la pression a Tinterieur du solide, 

mais encore de la concentration A = — de la solution. On a done 

oiK, + A,.,) -^ on, -+- ^j^ on, -^ ^j^ 0/1. 



.Mais on a deja 
D'aulre pari, 



olli =: O, oH, r= o. 



f)h . Oh ., 

- - 6m ~ — -^ 
om am 



d/i — — - om r-^ r— oMj 



et 



()h I 



()m /JL 

La masse de la solution etant supposee tres grande, on pent negliger 
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ceUe quantite. On a done 

5(A,,2H-A,,,)- o, 

et, par consequent, 

Cetle egalite est analogue a celle que nous avons obtenue en etu- 
diant le phenomene de la surfusion. Elle conduit done a des conse- 
quences entierement analogues. 

Quelle influence pent exercer sur la solidification la presence d'un 
solide etranger? G'est ce que nous nous proposons d'examiner en ter- 
minant cette etude. • 

Supposons tout d'abord le solide etranger en contact avecleliquide, 
avant qu*aucune solidification se soit produite. Le potentiel therino- 
dynamique a la valeur suivante: 

^ z=M,9, -+- M393 -+- A,,o^A.o -H (A,,, -\- A3,,)9,,3. 

Peut-il se faire qu'au bout d*un certain temps le liquide se soit en 
paitie congcle au contact de ce corps solide? Supposons qu'uiie 
couche d'epaisseur e du solide que le liquide produit par sa conge- 
lation ait reconvert le corps etranger. Designons par D2 la density du 
solide. II est aise de voir que le potentiel sera devenu 

4> -+- 3^ = (M, — e9,,,D,>9, -h M,93 -+- £^A,3D,9, n- A,,o^,.o + (A,,, -+- A,,,) (/,,,. 

Nous aurons done 

60 — [(92— ?i) !>»£ -+- (A,,, -+- A,,,) - (A,.,4- A3.1)] O,.,. 

Le phenomene dont il s'agit n'est possible que si M> est negatif, 
quelque petit que soit i. II sera done impossible si Ton a 

(A,,, -+- A,,0 — ( A,,, 4- .^,,0 > o. 

Ainsi, un corps etranger verifiant cette inegalite ne saurait faire cesser 
le phenomene de la surfusion. C'est ce que Ton constate en general. 
Au contraire, un corps etranger verifiant Tinegalite 

(A,,, -+- At.i) — (A,., -h A,.i) < o 
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jouirait de la propriele de provoquer la congelation d'une mince 
coucheliquidcalors meme que ^^ — ?i serait positif, c*est-a-direaIors 
nienie que la temperature serait superieure au point de congelation. 
Jamais Texperience n'a presente aux physiciens de seniblables corps. 
Entre les deux cas generaux caracterises par les inegalites que nous 
venons d'ecrire, il existe un cas parliculier interessant; c'est celui oil 
Ton a 

(•^0 (A,,2-+- A,,i)- (A,,3H- A3,,) — o. 

Dans ce cas, on a 

('elte egalite conduit, nous Tavons dit, aux lois de la fusion telles 
qu'on les enonce en general en laissant de cote le phenomene de la 
surfusion. Ainsi, un corps qui veritie Tegalile (3i) pent fairc cesser 
Telat de surfusion d*un liquide. 

Connaissons-nous certains cas oil cetleegalile (3i) soit verifiee? 

Elle est tout d*abord verifiee dans le cas oil le solidc (3) introduit 
d^ns le liquide est identique avec le solide (2) auquel le liquide peut 
donner naissance par sa congelation. Mais eile est encore verifiee dans 
un autre cas extreinemenl interessant. 

Soient deux corps solides caracterises par les indices (2) et (3): 
designons par -^ et t:^ leurs poids atomiques; dans un travail prece- 
dent ('), nous avons ete conduits a comparer les proprietes de ces 
corps dans le cas oil 

(33) 7:393 = TijQj, 

Nous avons montre alors que, dans les memcs conditions, ces corps 
avaient meme volume alomique, monies coefficients de dilatation, 
meme coefficient de compressibilite, memes cbaleurs specifiques ato- 
miques. Nous avons vu que leurs dissolutions presentaient certaines 
proprietes paradoxales, que SI. Riidorff avait constatees experimenta- 
leinent, el nous avons ete amenes a conclure de cet ensemble d*analo- 
gies que les deux solides qui vcrifienl Tegalite (33) sont isomorphes. 

(') P. DuuEM, Tlworic du potent id thennodynamique (on cours de publicalion ). 
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Cetle conclusion pent s'enoncer de la nianiere suivante : poids ato- 
miques egaux de corps isomorphes ont» dans les memes circonstances, 
le meine polentiel thermodynamique; ou bien encore, a cause de Te- 
galite des volumes atomiques des corps isomorphes : volumes egaux de 
deuxccrps i3omorphes ont, dans les memes conditions, le meme polen- 
tiel thermodynamique. 

Si done, dans un systeme> on remplace un certain corps solide {2) 
par un autre corps isomorphe (3), le polentiel du systeme nc devra pas 
changer; en d'autres lermes, ce polentiel ne change pas lorsqu'on 
remplace rindice(s)) parTindice (3); en parliculier, on aura 

Ai,i -h A,, I rn A, ,8+ A3,,. 

Les corps isomorphes verifient done Tegaliie (3i). Par suite, on 
pourra faire cesser Telal de surfusion d'un corps en y jelant une par- 
celle d'un corps isomorphe a Tetat solide. 

On sail que M. Gernez a irouve par rexperience celle remarquahle 
proposition. II a montre qu*elle s*appliquait non seulement aux phe- 
nomenesde surfusion, mais encore aux phenomenesde sursaturation. 
r^es raisonnemenls precedents peuvent s'appliquer textuellement aux 
phenomenes de sursaturation et servir a retrouver theoriquemenl la 
loi etablie par M. Gernez. L*egalite (33) renferme done toutes les pro- 
prietes qui caraclerisent les corps isomorphes. * 

Nous n*examinerons pas plus longtemps les correlations qui peuvent 
exister entre les changements d'etat el les phenomenes capillaires. 
Toutes ces correlations pourraient eire etudiees par des raisonnemenls 
analogues a ceux que nous avons developpes dans ce qui precede. 

Les considerations que nous avons exposees dans ce Memoire mon- 
trent que, grace a la Thermodynamique, il est possible d'afTranchir la 
theorie des phenomenes capillaires de Thypothese de Tattraction mole- 
culaire; la theorie a laquelle on parvient reproduit tons les resultats 
obtenus par Gauss et Laplace, maiselledonne en meme temps Texpres- 
sion de la quanlile de chaleur mise en jeu dans les phenomenes capil- 
laires; elle permetde relier ceux-ci aux changements d'etat, et, par ce 
nouveau rapprochement, elle explique dans tons leurs details les phe- 
nomenes si singuliers de la surfusion, de la sursaturation et des retards 
d*ebuUition. 
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L'application de la Thermodynamique aux phenomenes capillaires * 
tburnit done une nouvelle preuve de la fecondile de cette Science, et 
de la puissance avec laquelle elle parvient a elablir des liens d*etroite 
parente enlre cerlaines parties de la Physique qui semblent, an prennier 
ahord, s'occuper de phenomenes essentiellenr)ent difTerents. Les corre- 
lations qu'elle decouvre ne sont pas fondees sur des hypotheses plus 
on moins plausibles; elles sont des consequences rigoureuses du prin- 
cipe de Tequivalence et du principe de Carnot. 

Les Memoires de sir W. Thomson, en montrant comment le principe 
de Carnot s^applique aux phenomenes capillaires et relie ces pheno- 
menes aux changements d^etat, ont ouvert a la theorie de la capillarite 
une nouvelle voie a laquelle on peul, semble-t-il, appliquer ces paroles 
de Lame : « Lorsqu*une branche de la Physique mathematique est 
ainsi parvenue a ecarter tout principe douteux, loute hypothese res- 
irictive, elle enlre reellement dans une phase nouvelle. Et cette phase 
parait definitive, car la serie historique, et en meme temps rationnelle, 
des progres accomplis, signale une tendance constante vers Tind^pen- 
dance de toute loi precon<;ue ». 
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Dans son Cours dWnnlyse, p.64» M. Ilerinile a remarqueque, quand 
on developpe le radical 



sji -\-2<xx -\- icf!y -\- Pa?*-i- *x^'xy -^ (3"/* 

suivanl les puissances de x etde j, le groupe homogene des tcrmesdu 
second degre entre en factcur dans le groupe homogene des lermesdu 
troisiemedegre et des degres plus eleves. Cette remarque a ete le point 
de depart d'un interessant Memoire de M. Darboux, public dans le 
Bulletin des Sciences mathematiques (a*^ serie, t. V, p. 376-384 et SqS- 
424), oil Tauteur determine toutes les fonetions d'un nombre quel- 
conque de variables independantes pour lesquelles la diflerentielle 
• totale d'ordre n -4- i est exactement divisible par la diflerentielle to- 
tale d'ordre n. 

Comme I'indique M. Darboux lui-meme (p. 4^2), ces recherches 
sunt encore suscepliblcs de generalisations etendues. Dans le present 
travail, je me suis propose de Irouver toutes les fonetions d*un nombre 
quelconque [x de variables independantes telles que deux differentielles 
totales successives aientun facteur commun^ fonction entiere et homo- 
gene des difi*erentielles dx^s dx.^^ ..., dx^. II est clair que la question 
resolue par M. Darboux n'est qu'un cas particulier de la precedenie. Je 
traite d'abord le cas de deux variables independantes; le probleme est 
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alors susceptible d'une interprelation geometrique simple, qui conduit 
facilement a la solution complete. Les resultats sont ensuite etendus 
aux fonctions d'un nombre quelconque de variables. 

1. Soil z =/(ip^, x^9 .. .,x^) une fonction de [l variables indepen- 
dantes x^, x^, ..., oc^; la differentielle totale d'ordre nd"/ est une 
fonction entiereet homogene d'ordre n des differentielles dx^, dx^, ..., 
dx^, dont les coefficients sont, a des facteurs numeriques pres, les de- 
rivees d'ordre n de la fonction /. Nous dirons que celte differentielle 
est irreductible s'il est impossible de la decomposer en un produit de 
facteurs entierset homogenespar rapport aux dxi etde degre moindre. 
Dans le cas de deux variables independantes, d'^/sevA toujours le pro- 
duit de n facteurs lineaires en dxty dx^t egaux ou inegaux. S'il y a 
plus de deux variables, rf"/ sera en general irreductible. 

Je designerai, en general, par les iettres H et K des expressions de 
irieme forme que d"/, c'est-a-dire des fonctions entieres et homogenes 
des dxi. On voit tout de suite ce qu'il faudra entendre quand on dira 
que rf"/ est divisible par un facieur H ou que d'^f et d"^*/ ont un fac- 
teur commun. Soit H ce facteur commun; on devra avoir 

(0 

si Ton suppose que le facteur commun H soit d'un degre determine, 
Telimination des coefficients inconnus qui entrent dansH, K, K, entre 
les differentes equations obtenues en eorivant que les deux membres 
des egalites precedentes sont identiques terme a terme, quels que soient 
les dxi^ conduira a un certain nombre de relations algebriques entre 
les derivees partielles d'ordre n de la fonction/ et les derivees par- 
lielles d'ordre n + i . II s'agit, en realite, d'integrer ce systeme d'equa- 
lions aux derivees partielles; mais la marche que j'ai suivie est tout a 
fait differente. 
Je commencerai par demontrer le lemme suivant : 

Lemme. — Elant donnee une fonction / de [l variables independantes 
x^, x.^, . . . , x^^ si d'^f contient un facteur multiple K"*, dK est divisible 
par K. 



< 
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Supposons que Ton ait 

(2) rfV=HK'«, 

n et K etant des fonctions cntieres des dxi, et H etant premier avec K. 
Designons par H, et K| ce que deviennent H et K quand on y remplacc 
dxi par pi^ et posons 

(3) or=H,K-; 

Hf et Kf sont des fonctions entieres et homogenes des pi de degres m, 
et/Ti^ respertivement, avec la condition 

Pour que Texpression HK"' soil la differentielle n****"' d'une fonction /, 
il faut et il suffit que les conditions 

(5) <^'? ^ <^'? 

dJCi dpk dxk dpi 

soient identiquement satisfaites, quelles que soient les quantites pi 
(ro/rle Memoire de M. Darboux, p. 382). On aura 

les conditions (5) deviennent 

* \dxidpk dxkdpi) * \dxi dpk Oxk dp, J 

(6) ! , mK"'-'('^^' ^"^ ^^' ^"^^ I mil K-»-^(^ ^''^^ ^1-^ 

J * \dxi dpk dxkdpi) ' * V>r,c^/>;i. dxkdpj 

' ' ^ \dxi dpk dxk dpij 

Tousles termes,sauf le dernier, conliennenten facteurK^''*.Comme, 
par hypothese, /w est > i et que K| ne peut elre nul, quels que soient 

Ann. de I'Ec. Aormale, 3" Serie. lome U — Aoot i885. 33 
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les Pi, il suit de la que 



\d.Vi dpk OjTf. dp,) 



clevra elre divisible par K,. D'aulre pari, nous avons suppose H pre- 
mier avee K el par suite H, premier avec K,; il faudra done (|ue Ton 
ait 

. V f^K, ()Ki ^K^ ()Ki .-, 

\ 1 ) 1 J , i 1 ~ • — *^l " i^ 

»r, designanl unefonclion entiere des/?,. Dans la forjnule (7), laissons 
fixe Tindice k el faisons successivement 1 = 1,2,..., a; on aura une 
suite de relations analoj^ues a la preeedenle 

dx^ dpk- O'U. dpi * " 






\ O.r^ Off, (Irk Op^ 

multiplions ces formules respeelivement par/;,, p.^, . -, Py.i'i ajoulons. 
II vient, en tenant compte de ce que K^ est une fonclion homogene 
(Ics Pi, 

<P elant une fonclion entiere des ^/. Nous pouvons toujours supposer 
que K est irreduclible; alorsK, sera premier avec y-^; par suite 

osl divisible par K,. En reinpbgaul /;,- par </r,-, on en conclut que 

*JK . ... 






1 = 1 



est divisible par K. c:. o- k. d, 
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II est Tacile de voir que cela est encore vrai, alors meme que K ne 
serait pas suppose irreductihie. 

Corollaire. — Si la difTcreulielle /i*^""" est exactement divisible par un 
facleur multiple, la differentielle n-^ i'**"* sera exactement divisible 
par lememe facteur, ainsi queles differentielles d'ordre plus eleve. 

Soit 

on aura 

r/ '- » /• - . (Ill K "' H- m H K'" 'f/K. 

Comme dK est divisible par K, d'apres ee qui vient d'etre deniontre, 
rf''"*"*/sera divisible par K'"; on demontrera ensuite qu'il en est de 
meme de rf^^y, d"^'/, .... 

De re qui precede, resulte immediatement le theoreme suivant : 

TiiEORifeME. — Si d"f el d'*^^fsont dmsibles par un mime facteur, ce 
facteur dmse toutes les differentielles d'ordre plus eleve. 

Pour prendre le cas general, supposons ^/''/decompose en Facteurs 
irreduclibles et premiers entre eux, 

et cbercbons d'ou peuvent provenir les facteurs commnns a //"/ et 
a d"^\f. Nous avons, en preuiier lieu, lous les facleurs multiples de 
d"/. Soit ensuite H, un facteur simple irreductible de d"/; on pourra 
ecrire 

K/ etant premier avec H/. On en deduit 

pour que d'^^f soit divisible par 11/, il faut et il sutlit que r/H, soit 
divisible par H/. En resume, les facteurs commons provieiment des 
facteurs multiples de d"/ et des facleurs simples H/ tels que r/H, 
soit divisible par H,. Mais tous ces facteurs diviseronl aussi d"'^^f 
r/"*^y, C. Q. F. D. 

Hernarque. — Si H est un facteur commun a rf'/ el a d"^*/, dH sera 
toujours divisible par U. Dans le cas de deux variables independantes 
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X etj, celle condition est susceptible d'une interpretation geometriquc 
interessante. Supposons, pour plus de nettete, que nous ayons un fac- 
teur lineaire en dx, dy, Adx -+- Bdy, tel que dAdx -h dBdy soil divi- 
sible par Adx + Bdy. II est aise de voir que les conditions auxquelles 
on est conduit sont celles que Ton obtiendrait en ecrivant que les 
courbes integrales de Tequation differentielle 

\dx-k-Bdy — o 

ont un point d*inflexion en chacun de ieurs points, c*est-a-dire que 
ces courbes Torment un systeme de lignes droites. La remarque 
s'etend d'ellemcme a unc'equation differentielle du premier ordre et 
dc degre quelconque. 

2. Laissant de cote ces generalites, je me propose maintenant de 
irouver toules les fonctions/des deux variables x eiy, telles que d"/ 
et r/""*"'/ soient divisibles par un meme facteur. Soit S la surface re- 
presentee par Tequation 

soient x,y, z les coordonnees d'un point de cette surface et X, Y, Z 
les coordonnees d'un point voisin. On aura, en posant dx = X — a;^ 
dy=Y^y, 

/ X r, ^ dj d^t f^^f 

(II) Zr=/-|--^-|--^ -}-... H '- h..., 

I 1.2 I.2...W 

en admettant que la fonction/est uniforme et continue dans le voisi- 
nage du couple de valeurs considerees pour les variables. 

Voici quelques denominations dont je ferai usage pour abreger. 
Tappellerai paraboloide d'ordre n — i toule surface ayant une equa- 
tion de la forme 

P [x,y) etant un polynome dc degre w — i . Toute droite parallele a 
Taxe oz sera dite un diametre de cette surface. De meme j'appellerai 
parabole d'brdre n — i toute courbe plane dont Tequation en coordon- 
nees rectilignes pent etre ramenee a la forme 
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et toute droite parallele a TaxeoY sera encore nn diametre. Les equa- 
tions generales d'une paraboie d'ordre n — i ayant ses dianoelres paral- 
leles a oz seront 

5 = a -+- {3 J? -+- . . . H->. J?""*, 

Dans ce qui suit, je supposerai toujours, a moins de mention ex- 
presse, que les diametres des paraboles et des paraboloides dont il sera 
question sont paralleles a oz. Une paraboie d*ordre zero sera une 
droite parallele au plan desxy; une paraboie du premier ordre sera 
une lifi^ne droite quelconque, etc. 

Si, dans le (leveloppement(i i), onsc borne aux /i premiers termes, 
on a Tequation d'un paraboloide d'ordre n — i osculateur a la surface 
au point considere, Tordre de contact etant n— i. Toutes les para- 
boles d'ordre n — i situees sur ce paraboloide et passant par ce point 
auront egalement avec la surface un contact d'ordre /i— i. Mais ce 
contact sera d'ordre plus eleve si Ton considere les sections du parabo- 
loide osculaleur par les plans paralleles a ozy et dont les traces sur le 
plan des ipj sont determinees par I'equation rf''/=o, oil Ton a remplace 
dx par X — ;r etrfy^par Y — j. II y a ainsi en chaque point d'une sur- 
face n paraboles d'ordre /i— i ayant avec la surface un contact 
d'ordre n ou d'ordre plus eleve; cesont les paraboles de celte espece 
osculatricesa la surface. Ceci pose, supposons que rf"/et rf^^'/soient 
divisibles par un facteur de la forme Xdx -\'^dy\ d'apres le theo- 
rfeme demontre plus haut, toutes les differenlielles d'ordre plus eleve 
seront divisibles par le ineme facteur. On pent, de plus, supposer que 
ce facteur ne divise pasrf'y. Tons les termes du developpement (i i) 
contiendront en facteur A(X — x) -i-B(Y —7), a parlir du /i -h 1*^"''; 
la section du paraboloide osculateur 



I 1 . 2 . . . ( /I — I ) 

par le plan parallele a oz 

A(X-a;)-+-B(Y— j)z=io 

est done situee tout entierc sur la surface. On voit done que I'exis- 
tence d'un diviseur commun de rf^/et de rf"'"*/signifie geometrique- 
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meal que par chaque point de la surface S passe une parahole (Tordre 
n — I avanl oz pour direction diametrale et situee tout entiire sur la sur- 
face. La reciproijue est evidente. Si par chaque point de Id surface 
passe une parabole de cette espece situee sur la surface, elie fail partie 
en chacun de ses points des n paraboles osculatrices a la surtace en 
ce point, el le facleur lineaire correspondanl de d"fdo\i diviserrf""^*/ 
el loules les autres differenlielles. 

Si d"/i\ un facteur mulliple, deux ou pluSieurs des paraboles oscu- 
latrices en chaque point seronl confondues. Le Icmme demontre plus 
haul nous prouve que» s*il en est ainsi, les paraboles osculatrices con* 
fondues sont siluees sur la surface. Par chaque point de la surface 
passeronl aulanl de paraboles dislinctes d'ordre n — i que d*f^\. d"^^f 
out de facleurs coniniuns lineaires et distincts. II nous resle a monlrer 
comment on peul distinguer geomeiriquement les paraboles provenant 
des facleurs mulliples. Supposons que e/"/conlienne {kdx -^^dyY 
el ne contienne pas [kdx -f- B/Yv)'"^*. Prenons pour origiue un point 
quelconque de la surface et pour plan des xz le plan de la parabole 
provenanl de ce facleur multiple; dans le developpement de z suivant 
les puissances de x et de v, r'' enlrera en facteur dans le groupe homo- 
gene des lermes de degre n et des degres plus elcves, et Ton pourra 
ecrire 

P;, I designant un polynome de degre w — i et z^{x,j') une fonclion 
uniforme el conlinuc dans le voisiuage des valeursa? = )^ = o. Consi- 
derons le paraboloide d'ordre n — i ayant pour equalion 

Z^P„_,(.r, r), 

el soil 

Toutes les derivees parlielles dc la function u sonl nulles pour^ = o, 
jusqu'a celles de Tordre/? exclusivcment, c'est-'a-dire que le paraboloide 
et la surface ont un contact <rordre/? — i toutle long de la parabole du 
plan des xz. Remarquons que, si /?< ^, il y a une infinite de parabo- 
loides d'ordre n — 1 jouissant de la meme propriele ; ils sont repre- 
sentes par Tequation generale 

Ziz:P«-,(.r,j-)-hj'»Q(x, V), . . . 



/ 
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Q{x,jr) etant un polynomc de degre n^p — \. Inverseinenl, il 
n*exis(e pas de paraboloide d'ordre n — i ayanl avec la surface un coiw 
tact d'ordresuperieur a/>— i lout le long de la parabole du plan des,rr.. 
II faudrait, en eflfet, pourciela que Ton put Irouver un polynome P' de 
degre n — i , tel que la difference 5 — P' conlienne en facteur une puis- 
sance de^superieure a />; ce qui est impossible, puisque, par bypo- 
these, ^[oc^y) ne contient pas j en facteur. 

En resume, pour evalucr Tordrede multiplicile d'un facteur coinnmn 
a deux differentielles successives, il suffit d'evaluer Tordre maximum 
de contact que pent avoir un paraboloide d'ordre n — i avec ia surface 
tout le long de la parabole situee sur la surface provenant de ce facteur 
commun, et d'augmentercet ordre d*une unile. 

3. Occupons-nous d'abord du cas oil les deux differentielles r/"/et 
rf""*^*/ont un facteur commun du premier degre el un seul, ce facleur 
ne divisant pas (i"~*/.L^ deiinition de la fondion/resulte immediate- 
ment des consideralions precedentes. La surface z =/{x,y) pourra, 
en effet, etre regardee comme engendree par une parabole variable 
d'ordre n — i qui se meut en se deformant dune fagon arbilrairc, mais 
en conservant toujours ses diametres paralleles a oz. Cette surface sera 
definie par les deux equations 

/ designant un parametre variable, et (fi/f/ifji* '•'\Jn 1 elant /i f- i 
fonctious arbitraires de ce parametre. 1/equalion aux derivees par- 

lielles de ces surfaces s'obtiendra en eliminant le rapport -- entre les 
deux equations 

Ceci est bien d'accord avec les resullals connus. Posons, suivani 

Tusage, 

dz _ rji . — ^ <)'^ __ (V-z 

_ d^z (Pz __ d^z . ^ 



264 E. GOURSAT. 

en eliminaiU dx et djr entrc les deux equations 

df—pdx -r- qdy =-. o, 
d*/=z rdx' -r- 2sdxdf -h tdy^ — o, 

on aura I'equation aux derivees partielles des surfaces engendrees par 
une ligne droite paralleleau plan des^j. Le resultat de relimination 
est 

ri/^ — ispq -+- tp' = o, 

■ 

qui est bien Tequation aux derivees partielles des surfaces conoides. 
De meme, en eliminant dxei dy enlre les deux equations 

d^f^:^ rdx'^ -+- 2 sdxdy -h tdy* =1 o, 

d^/=i oLdx^ -t- ^^dx^dy -+- Zydxdy^ -+- idy^ = o, 

on aura Tequation aux derivees partielles des surfaces engendrees par 
une droite quelconque, ou des surfaces reglees. On est conduit aux 
memescalculsquepar la methode ordinaire (Hermite, Coursd' Analyse ^ 

p. 222). 

1. Je suppose, en second lieu, que dy et rf""^*/ ont un facleur 
conimun qui est la puissance z?*^™^ d'un facleur lineaire en dxeldj% 
ne divisant pas rf"~*/. La surface z =f[x, y) n'admet encore qu*un 
seul mode de generation parabolique, mais, tout le long d'une para- 
bole, il existe un paraboloide d'ordre n— ly ayant un contact d*ordre 
p — I avec la surface proposee, qui pent, de cette fagon, etre envisagee^ 
comme enveloppe d'un paraboloide, la courbe de contact etant une 
courbe plane situee dans un plan parallele a oz. L*exemple le plus 
simple est fourni par les surfaces developpables. Pour prendre le eas 
general, soient 

(r3) ^'•?i(w)-+-/9i('0^- + (")^^> 

les equations de la parabole mobile, Tequation (i4) representant un 
paraboloide d'ordre w — i, qui a un contact d'ordre/? — i avec la sur- 
face lieu de cette parabole mobile. Imaginons que de Tequation (i3) 
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on ait tire.Ia valeur du parametre variable u 

etqu'on l*ait porle dans l*equation (i4); on aura la fonction inconnue 

{i5) - = F[jr,/,/,(^,r)]=/(^,.r). 

II nous faut exprimer que tout le long de la parabole les derivees 
partielles de la fonction z sont egales a celles de Z, jusqu'k celles de 
Vovdrep — i inelusivement. On a 

d/__ dV dl^ du 

da: dj: du dx 

d/_d¥ OFdu^ 
dv Or du (fj- ' 

comme on ne pent avoir a la fois^ = o, -r- = o, il faudra que Ton 

ait 

dV 

du 

Or ^ est, commeF(a?,y, m), uncfonction entiere de x et dejdedegre 
/I — I ; pour que y soitnulen meme temps que j:y,(w)-hrf2(a)-f-^(«/), 

dV 

il faut el il suffit que j- soit le produit de x(ft{u) '\-y(p^{u) 4- ^[u) par 
un polyndnf)e d'ordre n — 2. On demontrerait ensuile de proche en 
proche que -t-y> •••» yTj-rr doivent etre divisibles par le ineme fac- 
teur; il en resulte que Ton doil avoir 

dV 

F, [x, V, u) designant un polynome de degre n —p en x et j, dont les 
coeflicients seront des fonctionsarbitraires de u. La fonction inconnue 
sera done definie par Tequation 

/=/ [^^9i(«)^- vcp,(w)-H'J>(w)]''->F,(.r,j, a)fl^«, 
Ann, de I'Ec. Normale. 3« Serie. Tome \\. ~ Aout i885. 34 
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joinle a Tequation (i3). II est facile de remarquer ranalogic de cette 
solution avecla forme Hide M. Darboux {loc. c/7.,p. l\\o), a laquelle 
clle se reduil pour^ = n. Nous verrons plus loin une autre methode 
pour verifier ce resullal. 

5. Si les differentielles rf"/et rf"^*/ont un diviseur commun d'un 
degre superieur au premier, sans que ce facteur soit une puissance 
parfailed'un facteur lineaire en dx^ rf^, la surface z =/(,r,y) admeltra 
plusieurs modes distincts de generation parabolique. Considerons une 
pelilc portion i de celle surface se projetant sur le plan des ocy suivant 
une aire i; je suppose qu'a Tinlerieur de i :: est une fonclion uniforme 
el continue de^ et At j. Soient INI un point de 1 et msa projection sur 
le plan des xj^ qui sera a Tinterieur de <j; par le point M passent deux 
paraboles C, C| situees tout entieres sur la surface et dont les plans ont 
pour traces sur arOjdeux droitesP, P,. Soient M' un point voisin de M 
et m! sa projection; par M' passe de meme une parabole C de la m^me 
serie que C et une parabole C, de la meme seric que C, ; si P' et P', sent 
les traces des plans de ces paraboles sur le plan xoy, P el P, se coupent 
en un point fx, et P' et P, en un point [x'. II est clair que les points jx 
et [i' seront a I'interieur de a, pourvu que les deux points M et M' soient 
suffisammentrapproches. Le point de 1 qui se projette en [x appariient 
done a la fois aux deux paraboles C et C^ et de meme le point de la sur- 
face qui se projelle en \l sera commun a C et a C|. Autrement dit, la 
portion de surface consideree pourra etre engendree d*une infinite de 
manieres par une parabole d*ordre n ^ i ayantses diametres paralleles 
a oz, assujettie h rencontrer dans toutes ses positions n + i paraboles 
de meme degre ayant aussi leurs diametres paralleles a oz. 

Considerons n 4- i paraboles de la meme serie C,, Ca, ,. . , C„^i, el 
soient 

('^) \ ft , -^ » 1 

les equations de la parabole C^. Soient, de plus, 

(.7) \^y^ma. + p. 
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les equations de la parabole mobile C Le plan de la parabole C ren- 
contre la parabole fixe C/ en un point de coordonnees a;,, j„ ;;/ 



(.8) ^^:^J"-P 



m 



mi 



_mpi-'m,p 

y y . 



, Zi:= a/H- P/J^/-+-y/J?? -f-. • .-f-X/.rf"*. 



Les /I — I points (a?,, J,, s,), (^a^J^.^a) (^nH-i»>'«+i, ^^h-i) de- 

vront 6tre silues sur une meme parabole d*ordre /i — i ; ce qui fournit 
la relation 



(19) 
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Imaginons qu'on ait remplace cci et jz/ par leurs expressions (i8); on 
aura une equation de condition dont le premier membre sera une 
fondion entiere de m el de/?, 



(19)' 



<|)(m,y?) — o, 



qui exprime la condition necessaire et suffisante pour que le plan 
V = mx -hp coupe les n -\- \ paraboles fixes C, en /i -h i points situes 
sur une meme parabole d*ordre n — i ayant ses diametres paralleles 
a oz. La condition (19)' etant supposee remplie, la parabole corres- 
pondante sera representee par les equations 



;^ —nijr-i-p, 



(^o) 



X 



X 



n-X 



X 



n-i 



n- 1 



.»-! 



./i-l 



./i-l 



X 



X, 



• • • • • 






n-Hl 



=:0, 



Ecartons d'abord le cas singulier oil <^[m,p) serait identiquement nul ; 
on obtiendra Tequation de la surface engendree par la parabole mobile 
en eliminant m et p entre les equations (19)' et (20). Le resultat de 
reliminalion sera evideinment une fondion algebrique entiere de x. 



(ai) 



F(-^..». -) — o; 
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on voit done que la portion de surface 2 appartient a une surface a/^e- 
brique, soil que Y[x, y, z) soil indecomposable, soit que Y{x, y, z) soit 
le produitde plusieurs facieurs enliersen x^y^ z. Dans tous lescas, si 
ff[x, y,z) = o est Tequation de la surface algebrique a laquelle ap- 
partient la portion de surface 2, il suit des proprietes bien connues 
des fonctions analytiques que la fonction inconnues co'incidera, pour 
toutes les valours de x et dey, avec la fonction algebrique definie par 
Tequation ^(ir, j, z) = o. 

Comme 9(0?, j, z) est un facteur de ¥{x, y, z), on pent dire, d'apres 
la faQon dont on a obtenu cette derniere equation, que par chaque 
point de la surface cherchee passe une parabole d'ordre n — 1 s*ap- 
puyant sur /i-f-i paraboles voisines d'une ineme serie. On voit de 
meme qu'etant donnee une parabole quelconque sur la surface, par 
chaque point de la surface passe une parabole qui coupe la premiere, 
Le mode de generation donne encore lieu a quelques remarques im- 
portanles. Au lieu de prendre pour directrices de la parabole mobile 
les /I -h I paraboles C«, C^, .. ., C„^.,, on aurail pu prendre /i-+- 1 aulres 
paraboles de cette serie ou d'une serie difTerente; en faisant les memes 
calculs que plus haut, on serait parvenu a une equation analogue a 
Tequation (21) 

(21)' Fi(j7, J, 5) = 0. 

Les fonctions F et F« ne seraient pas en general identiques; mais, 
quel que soit le systeme de paraboles choisies pour directrices, F et F, 
devront toujours avoir un fiicteur commun 9(^7, j,z) qui, egale a zero, 
constitue la solution cherchee. 

6. II est bien aise maintenant de decouvrir la forme de ce fa'cteur 
commun (p{x,y, z). Commencons par un cas particulier tres simple, 
celui oil tous les plans des paraboles d'une memo serie passenl par une 
droite fixe qui sera forccment parallele a oz. Je suppose qu'on ait pris 
cette droite tixe pour axe des z et qu'on ait choisi pour directrices n 
paraboles C,, Cj, ..., C,^ d'une serie differente. Les equations de la 
parabole mobile seront 
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de plus, si Ton se reporte aux calculs faitstout a Theure, on voitini- 
mediatement que a, ^, ..., X seront des fonctions rationnelles dem; 
relimination de m conduira a une equation du. premier degre en z. 
Done, dans ce cas, la fonction f est une fonction rationnelle des varia- 
bles x et y. 

Supposons, en second lieu, que les plans des paraboles d'une meme 
serie ne passent pas par une droite fixe. Soienl 

C,,C2, ..., C;,^,, /I -h I paraboles voisines d'une meme serie; 

P,, Pj, . . ., P;,^, les traces de leurs plans sur le plan des xy\ 

m rintersection des droiles P, el P^; 

M, el Ma les points des deux paraboles C^ et Ca qui se projettent en m. 

La parallele en oz, menee par/n, ne peut renconlrer la surface en un 
troisieme point M' dilFerent de M, et de JVIj, car il serail impossible de 
faire passer par M' une parabole rencontrant a la fois les deux para- 
boles C, et Ca. II n'y aurail exception que si celte parabole se decompo- 
saiten un sysleme dedroitesparalleles ao:;, parmi lesquellesse trouve- 
rait la droite mMjIMa elle-meme; mais alors cette droite appartiendrait 
lout entiere a la surface. Appelonsa^o, y^ les coordonnees du point /w, 
Zo el z, les Iroisiemes coordonnees des points M^, Ma? on voit qu'au 
sysleme de valeurs [x^, y^) pour les variables rr et j ne peuvent corres- 
pondre pour z que les deux valeurs z© el -,, amoinsque z ne soil inde- 
lermine, ce qui ne peut arriver que pour des syslemes de valeurs en 
nombre limile. Comme les plans des paraboles ne passent pas par une 
droite fixe, il ne peut exister d'equation de condition enlre x^ ol jo- 
D'ailleurs, nous savons deja que z est une fonction algebrique dea? et 
dejKf et nous en deduisons que la fonction inconnue est racine d'une 
equation du second degre dont les coefficients sont des fonctions ration- 
nelles de X et de v. 

On peut se demandcr ce qui arrive lorsque I'equalion (19)' estsatis- 
faite identiquement. Cela signifie geomelriquenient que tout plan pa- 
rallele a oz coupe les n -f- i paraboles C,, Ca, . . , C;,^, en n -\- i points 
situes sur une parabole d'ordre n — \. Ecartons lecas qui vient d'etre 
examine, ou les plans de toutes ces paraboles passent par une droite 
tixe; nous pourrons supposer que Ton a cboisi ces paraboles de fagon 

que leurs plans se coupent suivant '--^ — - droiles toutes distincles. 
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SoitD la droite d*intersection des plans des deux parabolesC,, C^^* ^^^' 
ginons un plan P passant par D et ne contenant aucune autre droite 
d*in(ersection. Puisque la relation (19)' est satisfaite identiquement^ce 
plan doit conlenir une parabole d'ordre n — i rencontrant a la fois les 
parabolesC,, C2. .. , 0^+1 ; celte parabole ne pourra se reduire a/i — i 
droiles paralleles a oz. II faudra done que les pnraboles C| et C, cou- 
pent la droite D eu un meme point; la relation (19)' ne pourra done se 
reduire a une identile que si les n h- i paraboles eonsiderees se cou- 
pent deux a deux. 

Inversement, etant donnees n-\-i paraboles d'ordre /i — i qui se 
roupent deux a deux, elles delerininenl un parabolo'ide d*ordre n — i* 
dont la section, par un plan parallele a oz, est une parabole d*ordre 
n — I rencontrant a la fois les n -{- i paraboles eonsiderees. En 

effet, Tequation de ce paraboloide contient '— — -^ parametres arbi- 

traires; il suffira d'en disposer de fagon que la surface passe par les 

• "^ -^ points d*intersection des paraboles donnees deuxa deux. II est 

aise de s'assurer que le determinant des coefficients des inconnnes dans 
les equations lineaires auxquelles on est conduit est different de zero; 
si ce determinant etait nul, on pourrait, en efiet,- trouver une courbc 
de degre n— i dontferaienl partie n -+- 1 droiles, ce qui est absurde. 

7. Nous avons maintenant a recbercher, parmi les surfaces dont 
Tequalion est de la forme precedentc, quelles sont celles qui admet- 
ient des sections paraboliques et a evaluer le nombre des paraboles 
passant par un point donne. Si la fonclion cherchee est une function 
rationnelle de x et de v, on pourra Tecrire 

(92) .^PVlJ], 

' P et Q elant des functions entieres sans facleur common. Pour que le 
plan r = mx -\-p coupe la surface suivanl une courbe parabolique, il 
faudra que 9[x,mx-h p) suit divisible par Q(\r, wj?-4-/?) ou, si Ton 
yeut, que tons les points de rencontre de la droite j — mx ■+■ p avec la 
courbe Q(a?, y) = o apparliennent aussi a la courbe l?{x,y) = o. De plus, 

' si au point a? = a, y = 6, a points de rencontre de la droite v = mx -^ p 
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avec la courbe Q = o sont confondus, il devra y avoir au moins a points 
de penconire de la courbe P = o avec la droite confondus en ce meme 
point. Si la courbe Q = o ne se reduit pas a une ligne droite, il ne 
pourra y avoir qu'un nombre limite de droites jouissanl de la propriete 
pr^cedente; ce seront des cordes communes aux deux courbes P = o, 
Q= o. Pour qu'il y ail sur la surface une infinite de sections parabo- 
liques, il faudra, par consequeni, que la courbe Q =o se reduise a une 
ligne droite ou que Q soil de la forme 

Qi-r, y) — {ax -i~ by ~h c)P ] 

cela pose, on voit bicn aisement que les systemes de droites repondanl 
a la question seront formes' par les faisceaux de droites passant par les 
points d*intersection de la droite ax -^ by -he =^ o avec la courbe 
P{x,y) — o, pourvu que ces points soientdes points multiples decette 
courbe d*un ordre de multiplicite egal ou superieur a p; P(a;, y) devra 
etre de degre n -h p — \. En definitive, la recherche d'une surface de la 
forme (22) admeltant q series de sections paraboliques d' ordre n — i 
est ramenee a la determination d^une courbe plane d' ordre n -\-p — i, 
ayant q points multiples d' ordre p situes sur une m^me ligne droite. 
Les trois nombres/}, q^p devront verifier Tinegalite evidente 

(a3) tjpln-^p — i 

OU 

^ n — I 



I 



qui fournit une limite superieure pour le nombre enlier /? lorsque les 
deux nombres entiersy et n sont connus, et permet d'enumerer ainsi 
toutes les formes possibles de la solution (22). 

Si Ton fait en parliculier q =^ n,oi\ aura forcement/? — i, et la fonc- 
tion prend la forme 

ax -{- b y-\- c 

V[x,y) etant une fonction entiere quelconque de degre n, C'est la 
forme de la premiere solution de M. Darboux pour le cas de deux va- 
riables [loc. cit., p. 408). On voit immediatement d'oii proviennentles 
n systemes de sections paraboliques; si, par les n points de rencontre' 
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de la courbe P=o avec la droite ax -h by-h c=o, on mene des 
droites paralleles a 03, ces droites sont situees sur la surface, et tout 
plan passant par une de ces droites coupe la surface suivant une 
parabole. 

Revenons au cas general, et supposons qu*on ait choisi/> de fa^on 
que Tinegalite (23) soit satisfaite. Prenons pour axe des y la droite des 
points multiples et soienty = rt,, J csa^, ..., J = a^, les ordonnees 

de ces points. L'equation generale des courbes de degre n -h p — i 
()yant ces points pour points multiples d'ordre/^sera de la forme 

^P o -h ^P~^ 9, jc -h . . .'-h ^ 9p_i a^f~^ H- j:/* T = o, 

oil Ton a pose 

4> = {y — aO ( r — cr,) . . . (j — a^), 

9, 9,, ..., (p^_, designant des fonctions enlieres de y de degre 
n 4-/? — I — qp^ n-hp — I — qp-hq — \^ ...,et¥ une fonction en- 
tiere de x et de y de degre w — i . 

Si, dans rinegalite(23), on faitn = ^r = 2, on aura forcement/? = i, 
etl*on retrouve, comme on devait s'y attendre, une surface du second 
degre. Si Ton fait /i = 3, 5^ = 2, on aura /i 5 2, et la solution convenable 
se composera d*une courbe du quatrieme ordre ayant deux points 
doubles avec la droite joignantces deux points. Prenons encore /i = 4 ; 
pour y = 4. on a une courbe du quatrieme ordre quelconque; pour 
y = 2, on a, soit une courbe du sixieme ordre avec deux points triples, 
soit une courbe du cinquieme ordre avec deux points doubles. Si Ton 
suppose y = 3, Tinegalite (23) donne/? = i , et Ton retombe sur la so- 
lution correspondant a y = 4« Ceci nous monlre que toutes les combi- 
naisons possibles a/?rion nepeuventpas elre realisees par la forme (22); 
autrement dit, on ne pent pas loujours trouver de surface de cetle 
forme ayant q systemes de sections paraboliques et q seulement. C'est 
la un fait general ; si, dans Tinegalite (23), on prend pour q un nombre 

entier superieur a y on auraforcement/? = r, et, par suite, toutes 

ces surfaces auront /i systemes de sections paraboliques. Pour une va- 
leur donnee de /i, le nombre des valeurs admissibles pour q est egal 
a /I — I ; ie nombre des valeurs qui fournissent des solutions distinctes 
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sera, en general, beaucoup moinrlre : il sera au plus cgal a - si « esl 



pair, et a • si n esl impair. 



2 



8. Pour terminer ce qui est relatif a ce cas, il nous resle a evaluer 
I'ordre de multiplicite du facteur commun a d"/ei a rf"^*/, correspon- 
dant a cliaque serie de sections paraboliques. Considerons unsysteme 
de sections paraboliques dont les plans passent par une droite fixe et 
imaginons que nous ayons pris pour axe des z cette droite fixe, pour 
axe des J la droite passant par les points multiples de la courbe P =o, 
et pour plan des xz le plan d'une section parabolique quelconque. 
L'equation de la surface pourra s'ecrire 



(22)' 






en groupant ensemble au numerateur les termes de meme degre. 
D'apresceque nous avons vu plus baut, pour evaluer Tordre de multi- 
plicite du facteur linoaire qui correspond aux sections paraboliques 
par des plans passant par oz, il suffit de cbercber le parabolo'ide 
d'ordre n — i qui a le contact d'ordre le plus eleve possible avec la 
surface tout le long d'une de ces paraboles, par exemple tout le long 
de la parabole du plan desxz. Soit 

Tequation d'un paraboloide d'ordre n—i; pour que ce paraboloide 
ait un contact d'ordre m avec la surface tout le long de la parabole du 
plan des xzj il faut et il suffit que 

9/l-^/» 1 + ^n-^p-t H- . . . -4- o,, — .r^P,(a', r) 

contienney""^* en facteur. On en deduit aisement que I'ordre de mul- 
tiplicite du facteur considere est igal a la plus petite puissance de y qui 
figure dans le numerateur de z dans I' expression (as)' quand on sup- 
prime tons les termes contenant une puissance de x egale ou superieure 
alap'^'^\ 

En particulier, si Ton suppose /? = i, la plus faible puissance de j, 
quand on supprime tons les termes en x^ est egale au nombre des points 

Ann. de r Ec. K or male. Z* Serie. Tome W. — Aol't i885. 35 
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communs a la courbe P — o et a Taxe des j qui sont confondus a Tori- 
gine; ce qui est bicn conforme au resultat de M. Darboux. 

II est aise de conQrmer et d'expliquer ce resultat. Imaginons que Ton 
prenne pour V{x,jr) la courbe la plus generale de son degre ayant 
q points multiples d*ordre/> en ligne droite; la surface correspondante 
aura ^systemesde sections paraboliques dont chacun correspond a un 
facleur lineaire simple commun a d'^/ei a r/^^y*. Si Ton suppose main- 
tenant que les coefficients restes arbitraires dans Tequation de la 
courbe varient de telle fagon querdcs points multiples d'ordre/> vien- 
nent se confondre en un seul, les r systcmes de sections paraboliques 
correspondanles deviendront identiques, et le produit des r facteurs 
lineaires communs se cliangera en la puissance H^™* d'un facteur 
lineaire. Cela pose, dans Tequation generale ecrite plus haut d'une 
courbe ayant q points multiples d'ordre/?, supposons que les r points a, , 
a^, . . ., rtr viennent se confondre a I'origine. Tons les termes contien- 
dront en facteur soit x^^ soity ; ce qui nous donne bien la meme con- 
clusion que nous avions trouvee par Tautre methode. 

Nous sommes done en mesure d'obtenir, dans chaque cas particulier, 
loutes les fonctions rationnelles telles que d'^fei rf''"*^*/aient q facteurs 
lineaires communs, distincts ou confondus. 

9. Je suppose maintenant que z soit racine d'une equation du second 
degre a coefficients rationnels ena^et en^. On en deduira pourz uno 
expression de la forme 

P, Q, R, T etant des fonctions enlieres des variables. Si R est le carre 
d*une fonction entiere, on sera ramene au cas precedent; dans le cas 
contraire, on pourra admettre que R ne contient pas de facteurs mul- 
tiples, et que P, Q, T n'ont aucun facteur commun. Pour que le plan 
y = mx 4-/? coupe cette surface suivant une courbe parabolique, il faut 
d'abord que Tequation 

R(a7, mx -\-p).-=i o 

n*ait que des racines d'un ordre pair de mulliplicite; autrement dit, 
en lous les points communs a la droite v = mx -i-p et a la courbe 
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R(j?, j) = o, iin nombre pair de points de rencontre doivent eire con- 
tbndus. Comme il doity avoir une infinite de droiles jouissant de cetlo 
propriete, et que R(^, /) n'admet pas de facteurs multiples, on ne 
pourra faire que deux hypotheses : 

I** R(a:,^) = o represente unecourbedu second degre,et v = /wa:-f-/; 
une tangente a cette conique; 

2° R(,r, J') = o represente 2 A droites passant parun meme point et 
y = mx-hpy\ne droile passant par le meme point. Cette dcrniere hypo- 
these doit etre rejetee, car il ne pourrait y avoir qu'un seul sysleme de 
sections paraboliques. 

Nous supposerons, par consequent, que Tequalion R(a;,y) = o re- 
presente une veritable conique, et non un systeme de deux droites. 
Soit r = mx -hp Tequation d'une de ses tangentes eix = a Tabscisse 
du point de contact. La section de la surface (2/1) secomposera dedeux 
courbes distinctes qui se projetteront sur le plan desa:^z, suivant le 
systeme des deux courbes 

P(.r, m jr -h/;) ±: Q(j?, m.r -f-/>) (^ — a) 
^ T(jry nix -hp) 

dont Tune devra se reduire a une courbe parabolique. Si T(a?, y ) ne se 
reduit pas a une conslante, on voit que toutes les rachnes de I'equation 

devront appartenir a Tune des equations 

P(^, mx -h p) ±: Q {a-y ma: -h p){x — a)z=z o. 

Cela revient a dire que la courbe representee par I'equation T(a?, y) = o 
devra faire partie de la courbe representee par Tequalion 



l>(.r, r) It Q( J7, Y) v/K(x, y) = 0; 

s'il en etait ainsi, le cylindre ayant pour base cette courbe et ses gene- 
ratrices paralleles a oz ferait partie de la surface; maison peuttoujours 
3upposer que, dans Tequalion mise sous forme enliere, on ait supprime 
lout facteur commun aux coefficients de z^ et de z et au terme constant. 
II faudra done que T(a:, j) se reduise a une constante. II faudra en- 
suite que toute tangente a la conique R(a?, j) = o coupe la courbe 
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P[x,y) = o en n — i points seulement a distance finie et la courbe 
Q(cr, j) = o en /I — 2 points, ce qui exige que P et Q soient respective- 
ment dc degres/i— i et /i — 2. 11 est evident que tout polynonied'opdre 
/^ — I est une solution du probleme, puisque (1"/= o pour une pareille 
fonction, et que, si Ton ajoute ce polynome a une solution, on ohtient 
une nouvelle solution. Nous pouvonsdonc faire abstraction deP(jc,/), 
et la fondion cherchee sera de la forme 



(25) z — Q{x,f)\/R(a:,y), 

Q(ir, y) designant un polynome arbitraire de degre n — 2 ei R(jr, j') 
un polynome du second degre qui, egale a zero, represente une co- 
nique indecomposable. Les seuls plans qui coupent la surface suivant 
des paraboles d'ordre ri — i sont les plans dont les traces sur le plan 
des xy sont tangentes a la conique B.{cc,y) = o. Par cbaque point de 
la surface passent done seulement deux paraboles. 

II nous reste a evaluer I'ordre de muUiplicite du fabteur correspon- 
dant a ces deux modes de generation. J'emploierai pour cela la methode 
dont s'est servi M. Darboux pour le cas analogue {loc. cit., p. 409). 
Dans le polynome R (a?,/), rempla<;onsa;par x -h hclx^y par jh- h(l)\ 
et soit 

l\{jr 4- h dx, y + h dy) — A -f- 2B// -4- Clt^; 



on a evidemment 



A==R(x,j), B.^^, C^"^'"^ 



2 2 



L'equation B^ — AC = o pent etre regardee comme Tequation difleren- 
tielle des tangentes a la conique R(a?, j) = o, et elle admet la conique 
elle-meme comme integrale singuliere. II suit de la que le facteur 
commun a rf"/et a d"-^^f ne pourra se composer que d'une puissance 
entiere de B^ — AC ou de dA} — 2 A d'k. 

Pour prendre le cas general, supposonsqueQ(ir,j) contienneR(ir, j^) 
a la puissance [jl — 1 , de telle sorte qu'on ait 

^ = F(x, v)9(j:,/); 
en posant 

2(1-1 

9(x,r)i=R(x,j)~^, 
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F(.r,j) etant un polynome de degre /i — ajA qui n'cst plus divisible 
par R{a?,j), on aura 

2'1-- 1 

(A-4-2B/i-h(:A*)~-~ = 9 4- -^Q -+- ^'''ct*'o-h...-\ — — d'V-o-^,,., 

F(,r 4- h dx, Y H- h civ) =F{x, y ) 4- ^ rfF 4- . . . H ^-^^ d''~-'^V. 

Touies les differentielles rf^^^y, rf'**"'f, ... contiennent en facteur 
(B^ — AC)**, comme Ta fait voir M. Darboux. Done, si Ton fait ie pro- 
duit des deux developpements, tous les coefficients a partir de celui 
de h" contiendront en facteur (B^ — AC )^. J'ajoute que Ie coefficient 
de A" ne contient pas de puissance de B^ — AC superieure a celle-la. 
Observons pour cela que d^^cp est egal, a un facteur constant pres, a 

(B*-A(:)H'A""*'"" 

ou, si Ton veut, 

d^\^ 9 = K(^A»— 2 A fPA )^\ " "»~ . 

D*ailleurs 

d{dX^— 2\d\K) =— 2 A ^A ::= o. 

On en deduit successivement 

./^p^-9:= KL\f^.±AL?-fi±i2(rfA«-.A./^V)l^.v-'-^^/A^ 

-4 

-_K-^^-t-^(fi^A»--2Ar/'A)!^A * "^A, 



ce qui pent encore s ecrire 

^..-<P=:Ki^fi±ll(lii±2l(rfA'-2Arf«A)^A-'''-rfA' 

SJl-l-5 

4- K ^^"^.' (r/A« - 2 A d*'\)v--^' a" ~^' . 
En general, 
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plus une suite de termesqui contiendront des puissances de^f A* — aA d^k 
d'exposanl superieur a ^j.. Quand on fera le produit des deux develop- 
pements qui precedent, le coefficient de h"{dX^— lAd^Ay set^ de la 
forme 



2(X-»-I 



Pof Pif • .9 />n-2(jidesignanl des coefficients numeriquesqu'il sertitaise 
de calculer et H une suite de termes qui contiennent tous en facteur 
• rfA'-2Arf^A. Pour que rf"/ fut divisible par (rfA^- ^Arf'A)**-*"', il 
faudrait que 



Po^(—) -f-... + /^«-,jxA«-«i^rf«--«i^F 



fut divisible parrfA^— 2Arf^A. De Tequation 
on tire 



^A ~"^A' 
il en resulte que 

/?o(c^-A)«-'i*F-h/>,(t/-A)«-«i*-»rfA^FH-...-h/?i,(r/A)''-«i*t/«-»i^F 

devra aussi elre divisible par rfA^ — 2Arf*A. Imaginons maintcnant 
que le point (^97) se deplace sur la conique A =0; on aura aussi 
dA = o, mais d^A^o. Comme tous les termes de Texpression prece- 
dente, a partir du second, contiennent ^A en facteur, il en resulte que 
Ton devrait avoir aussi F = o ou que F serait divisible par R(^, j), con- 
trairemenla rbypothese. Done Cordredemuhiplicitedu facteur commun 
a d'^fet a d'^^^f est egal a Vexposant de R(x, y) dansQ{x, y) augmenie 
d'une unite. 

Pour que ce facteur commun soit rf^/lui-meme, il faudra que Q{a;^y) 
soit une puissance parfaite de R(a7,y) et, par suite, que n soit pair. On 
retombe ainsi sur la seconde solution de M. Darboux. 

10. La methode precedenle suggere un certain nombre de remar- 
ques. En premier lieu, j'ai deja fait observer rapidement que toutes 
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les combinaisons imaginablcs dans le nombre dcs facteurs communs 
a rf^/el a rf'^'^'/ne donnaienl pas Keu a des solutions dislinctes. En 
d'autres termes, si rf"/et <i"^*/ ont plus d'un certain nombre de fac- 
teurs communs, il arrivcra, sous certaines reslrictions, que d'^'^^f sera 
forcement divisible parrf"/. Reprenons Texempledeja considere etsup- 
posons que Ton cherche une fonction de deux variables x et j, telle 
que la derivee quatrieme et la derivee cinquieme aient un facteur 
commun du troisicme degre en dx, dy. Si ce facteur commun n'est pas 
le rube d'un facteur lineaire et si rf'/ n'est pas divisible par d^, la 
fonction inconnue ne pourra etre prise que parmi les solutions de la 
premiere forme. Or, parmi les surfaces de cetteespece, nous avons vu 
qu'il n'en existe pas admettant seulement trois modes de generation 
par des paraboles du troisieme degre. Done, si fl?*/et rf'/ont un fac- 
teur commun du troisieme degre en dx, dy, ce facleur est le cube d'un 
facleur lineaire, ou d^/esi divisible par rf*/. 

La methode que j'ai employee pour demontrer que toute surface 
susceptible de plusieurs modes distincts de generation parabolique 
etait du premier ou du second degre en z n'exige pas au fond que les 
paraboles des deux modes de generation soient du ineme degre; elle ne 
repose en realiteque sur celte propriete des courbes generatrices d'etre 
du premier degre en z. Je laisse de cote les applications qui en sont 
faciles. 

11. Je me propose maintenant d'etendre la question aux functions 
d'un nombre quelconque de variables independantes x^, x.,, ...,x^. 
II est commode, pour faciliter le raisonnement, d'employer certaines 
expressions empruntees au langage de la Geometrie. Ainsi I'ensemble 
des solutions d'une Equation entreles (x -4- i variables s, ^,, X2, .. .,x^ 
sera regarde comnie une surface dans un espace a [a + 1 dimensions. 
Une courbe sera I'intersection de deux surfaces; un plan sera une sur- 
face representee par une equation du premier degre, un cone desommet 
5o» ^"> - "f x^ aura une equation homogenc en js — z^, x^ — x% . . ., 
^11— ^l- On appellera de meme paraholoide dordre n — i toute sur- 
face ayant une equation de la forme 
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P designant une fonction entiere des x^de degre /i — i ; I'intersection 
de ce paraboloidc par un plan parallele a oz sera une parabole d^ordre 



n — I. 



Ceci pose, soil z =/(^,, x.^, . . ., x^) une fonction salisfaisant a la 
question; soient x^^^ x], ..., ^.j un sysleme particulier de vaieurs 
pour les variables x^, lelles que z soil uniforme et continue dans le 
voisinage de ces vaieurs. On aura, en posant j:-, — xf = dxi, 

, . df d'-f d'^f d^-^'f 



I 1.2 I. •>..../* I.2...(/H-l) 

Si toutes les differentielles a partirde rf''/sontdivisibles par un facleur 
du premier degre, Icl que 

a^ dx^ -\- a, dx^ -\- . . .-t^ a^ dx^^ 

le plan 

\ ai{Xi — x*^) — o 
1 = 1 

coupe la surface (26.) el le paraboloide 

, X r, df dV d"-V 

(27) A^zo-h—-". --\-...-\- 



I 1.2 I . 2 . . . ( // — I ) 

suivanl la meine courbe. Done, par chaque point de la surface passe une 
parabole d'ordre n — i situee tout entiere sur la surface. On verrait 
de meme que, si ce facteur conimun entre a la puissance/?, la sur- 
face (26) et le paraboloide (27) ont un contact d'ordre/?— 1 en tous 
leurs points communs appartenant a cette courbe; ou, ce qui revientau 
meme, toutes les derivees partielles de/et de Z sont egales respective- 
ment jusqu'a celles de Tordre/? exclusivement, en chacun de ces points. 
II est aise de deduire de la la forme la plus generale de la fonctiony, 
lorsque d"/ei r/"^'/ont un diviseur comniun qui est lineaire par rap- 
port aux dxi ou qui est une puissance parfaite d*un facteur lineaire. 
Dans le premier cas, la fonction/s'obliendra par Telimination du para- 
metre variable u entre les deux equations 

(28) ^-v^c^^iu) -h x^Oi{ti) -h . . .^ x^o^{u) -^ ^]f (u) =0, 

(29) 5 = F(.r,,.r„ ...,^{jl), 
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<Pif ?2» • • •» ?ii» ^designant des fonctions quelconques dew, etFetantun 
polynome de degre n — i par rapport aux a;,, dont les coefficients sont 
des fonclions arbitraires de //. Dans le second cas, on aura 



(3o) fz=L I [j:, 9, (//)-!- j:-, 9, (w)H-... -hX|x9jj,(//) -{-'}{ M)]''-«F,(^i,^j,...,a',x)^'/, 
• 

F, elant une fonction entiere des xi de degre /i — /? dont les coefficients 
sont des fonctions arbitraires de u, ct la fonction u elant loujours de- 
finie par Teqiialion (28). On pent Tetablir parun raisonnementexacte- 
ment pnreil a celui du n** 4; il est clair, d'ailleurs, que la premiere 
forme n'est qu'un cas parliculier de la seconde. 

On pent verifier ce rcsullat comme il suit : designons par rfF|, 
^*F,, ..., les differentielles totalcs de F, prises en regardant e/ comme 
une constanle. En appliquant a la fonction/la regie ordinaire de dif- 
ferentiation sons le signe I y on en deduit successivement 

dj'z=i(p—i) I (jr,9i4-x,9j+...H-a:|jL9|i-hv|;)''-*(9,^j:i-h9,^.rj-i-...-t-9|i.^Xjx)Fic/« 
•^0 







I (a',9,-+-ar,92-f-...4-aT,j,cppt-f-i]^)''-*^F, r/M, 



dP-^f=:{p — i) (/? — 2). . .2. 1 / (9,</a:, -h 9,c/x, -+-...-+- <;^^dx^)P-^¥idu 

J a 
(/^ — 0(/^ — 2). . . 2. / (a:,9i4-...H-vp)(9it/j7, ■+-... )''~*^Fi 



p— 






du 



/(j:'i9i-I-. . .H- vj;)'(^,rfj?i -h. . .-h ^^dx^)P-^d^¥idu -h. . . 



X 








^, H-. . .-+- x^^^-^^y~^dP-^¥^du. 



Apres n differentiations successives, on aura deux sortes de termes : 
i^Des termes finis dont chacun contiendra une des differentielles 
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lotales successives de I'expression 

ou ccjtie expression elle-meine: 

2^ Des termes qui s'exprimeront encore au moyen dintegrales defi- 

nies, la fonction sous le signe j contenant une des differenlielles 

d"-^^*Ft,d"-P^'¥^, Ces termes sont nuls identiquement, puisque 

F| est un polynome de degre n —p. 
Posons, pour abreger, 

U = ( 9i djci -i- Oj dxi -4- . . . -h 9|x ^^V y ; 

on aura 

d[j :=/?(oi<fj'i-+- 9j*^-«^2 -h. . .H- ^^d.v^)P-^(c^\dxi-^ r^'^dr^ -f-. . . -i- r^'^dx^) die. 

Mais de Tequation (28) on deduit 

Oi dxi 4- Cj dXi -h ...-+- 9{ji diy = — ( '^1 9 1 -+- -f'l ?'i-^-' ' '-^ -^(i 9[t "^ 'V ) ^" ? 

ceci nous montre que rfU sera divisible par U. Par suite, il en sera de 
meme de d'^/ etde toutes les differentielles de/a partir de celle-Ia. 

12. II nous reste a traiter le cas oil d'^/ei fl?'"^*/aclmettent un diviseur 
commun non lineaire par rapport aux da-,-, sans que ce faeteur soit une 
puissance exacte d'un faeteur lineaire; soit H ce diviseur commun. Si 
Ton attribue a toutes les variables 0:^, sauf a deux d'entrc elles, jt^^ 
et Xf,, des valeurs constantes quelconques, tons les fl^.r, seront nuls, 
sauf rfxy^ et dxj^, et H se reduira a une fonclion homogene de dx^ etrf.iVt 
que je designerai par H^a. D'un autre c6te,/deviendra une fonction 
/JiA des deux variables^/^et^A» telle que rf'^A et rf""^yAAaient le diviseur 
commun H^i^* Comme H n'est pas par hypothese une puissance parfaite 
d'une expression lineaire par rapport aux dx^, il en sera de meme en 
general de Hyi^ par rapport a dx^ et dx,, et la fonctionyi^ devra, d'apres 
ce que nous avons vu plus haut ( n*** 5 et 6), se reduire a une fonction 
rationnelle de rr^ et de or^ ou verifier une equation du second degre 
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(Jont les coefficients sont des fonclions raliounelles de ces deux va- 
riables. 

Le raisonnement serait en defaut si Hy^y^ etait une puissance exacte 
d'unfacteurlineaire; mais ilest aise de faire disparaitre cettedifficulte. 
Pour fixer les idees, supposons qu'on ail seulemenl trois variables a:,, 
•^21 ^3. et soil 

on aura 

Si B"^ — AA'= o, 11,2 sera un carre parfait. Geometriqueinent, si Ton 
regarde ctr,, dx,^^ dx^ comme les coordonnees d'un point, Tequation 
H == o representera un cone ayant son sommct a Torigine et la condi^ 
lion B"^ — AA' = o expriine que ce cone est tangent a Tun des plans de 
coordonnees. Mais, si le c6ne H = o ne se reduit pas a un plan double, 
c'est-a-dire si H n'est pas un carre parfait* on pent toujours, par une 
substitution lineaire 






(3i) 

prendre pour plans de coordonnees Irois plans non tangents a ce cone, 
de sorle qu'aucune des expressions H,a, Hog, H,3 ne soil un carre par- 
fait. On leve de meme la difficulle dans le cas general. Nous avons 
done, en premier lieu, a resoudre le probleme suivanl : 

Trouver la forme la plus generate d'unefonction de a t^ariables inde-- 
pendantesy telle (jue, si ron attribue des valeurs constantes quelconqiies 
a fx ^ 2 de ces variables, elle devienne unefonction ralionnelle des deux 
variables restantes ou ne ren/erme d'autre irrationnalite quun radical 
carre portant sur une fonction entiere de ces deux variables. 

Nous voyons, de plus, que, si Ton effectue sur les variables Xi une 
substitution lineaire de la forme 



A=|i 



/ = \ ClikYk ( / — 1 , 2, . . . , f/), 
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la meiiie propriele devra subsister par rapport aux variables y,- On 
apercoit immediatement deux categories de fonctions repondant a la 
question : ce sont les fonctions rationnelles de toutes les variables Xi 
et ceiles qui ne conliennent d'autrc irrationnalite qu'un radical carre 
portant sur une fonclion entiere de ces variables. J'ajoute qu'il n'y en 
a pas d'aulres en dehors de ces deux categories. Pour plus de netlete, 
supposons qu'il n'y ait que trois variables a;,, x^^ x^\ le raisonnement 
est, du reste, tout a fait general. Admettons d'abord que, quand on 
altribue a une des variables une valeur constante quelconque, la fonc- 
tion/devient une fonclion ralionnelle des deux autres. Alors la fonction 
inconnue/ sera de la forme 

• 

P et Q etant les fonctions entieres de a?, et de x^ dont les coefficients 
sont des fonctions de x^. Mais, d*autre part, quand on suppose a^a con- 
stant, / devient une fonction ralionnelle de x^\ il faut done que ces 
coelficienls soient eux-memes des fonctions rationnelles de x^ et, par 
suite, /sera le quotient de deux fonctions entieres par rapport aux 
trois variables. 

Si la fonction /contient un radical carre quand on feraa?^^ const., 
elle sera de la forme 

J — yp > 

P, Q, R et T etant des fonctions entieres de x^ et de x.^ dont les coeffi- 
cients sont fonctions de x^, Supposons que R conlienne x^ ; quand on 
fera en second lieu a:^ = const., /ne pourra dependre encore que d'un 
radical carre, ce qui exige que ces coefficients dependent rationnelle- 
ment de x^, Une fois la proposition etablie pour le cas de trois variables, 
on pent remonter de proche en proche au cas d'un nombre quelconque 
de variables. 

13. Supposons d'abord que/soit de la forme /= "^,.r i P, Q, 

R et T etant des fonctions entieres de toutes les variables, tellesque R 
n'est pas carre parfait et ne contient aucun facleur carre parfait, etque 
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P, Q, T n'ont aucun facteur commun. D'apres une remarque faile plus 
haul, on peut supposer, en outre, que R contient toutes les variables 
et ne se recluit dans aucun cas a un carre parfait, quand on suppose 
que Ton atlrihue des valeurs constantes a toules les variables, sauf 
deux. 

Cela pose, si Ton donne a tons les jo^ des valeurs constantes quel- 
conques, sauf aux deux variables x/^ el Xf,, T devra se reduire a une 
constante(n^9). 11 en resuhe que T se reduit a une constante par rap- 
port a toutes les variables; on verrait de meme que P, Q, R sont des 
polynomes de degres n — 2. /i, 2 respectivement. Abstraction faite du 
polynome P, on voit que la fonction sera de la forme 



Q etant un polynome arbitraire dc degre /i — 2 et R un polynome du 
second degre. Pour trouver le facteur commun a d"/ei a rf'"^*/, on n'a 
qu'a reprendre exactement le raisonnement du n^ 9. Soit 

R(,r/-f- h dxi) = A -h 2RA 4- CA«, 

si Q{xi) est divisible par [R(^i)J^ * sans Tetre par [R(^/l^, le facteur 
commun a d^/ei a rf"*^*/ sera 

(B» — AC)H'. 
14. Si / est une fonction rationnelle des variables Xi, on pourra 



ecrire 



P et Q etant des polynomes enliers par rapport a ces variables sans 
aucun facteur commun. D'apres ce que nous avons vu plushaut, quand 
on attribue des valeurs constantes quelconques a toutes les variables, 
sauf deux, Q deviendra une puissance parri\ite d'une fonction lineaire 
de ces deux vari>fa1es. A plus forte raison, si Ton attribue a toutes les 
variables, sauf une, des valeurs constantes quelconques, Q deviendra 
une puissance parfaite d'une fonction lineaire de celte variable. La 
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rneine propriete subsistaDt quand od efTeclue la substitution lineaire 
la plus generate de la forme precedente, on en conclut que Q est une 
puissance parfaite d'une fonction lineaire de toutes les variables 

On verrait de meme que P sera de degre n-^-p — i. Par une substitu- 
tion lineaire, on pourra metlre /sous la forme 



a-f; 



imaginons qu'on ait ordonne P suivant les puissances croissantes dc j:, , 

Voyons comment on devra prendre le polynome P pour que d^/eid""*/ 
aient un diviseur commun d'ordre q par rapport aux diflerenlielles. 
Attribuons aux variables a?3, x^, ..., a7^.des valeurs constantes; Tequa- 
lion P = o represente alors une courbe plane qui, d'apres ce que nous 
avons vu, devra avoir y points multiples d'ordre/? sur I'axe Ox,. II en 
resulte que Pq, P,, ..., P^_i devront etre divisibles respectivement 
par R^, R^"', . .., R, R designant une fonction entiere dex^ de degre q. 
On rcconnait bien aisement que R sera une fonction entiere de degre q 
de toutes les variables X2, x^, .. ., x^j de sorte que finalement la forme 
generale de P est la suivante : 

(33) P = 9oR''-+- 9i'^x R""^' -i- . . . -h .2-f-» 9;,-, R -I- a'V^(a-„ or,, ... , j^^), 

^ designant une fonction entiere de degre n — i. 
Inversement, considerons une fonction de la forme 

ou les 9 sont des fonctions entieres, R une fonction entiere de degre q 
et wune fonction lineaire. Je dis que toutes les differentielles a partir 
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y 



de rf"/ sont divisibles par un noeme diviseur, de degre q par rapport aux 
differentielles. [Par hypothese, 9?/ est de degre n-\-p— Jf — 7(p-^0""0' 

Posons 7:= —; toutes les differentielles rf^"^*;:, rf^"^^7:, ... seront di- 

visibles par rf^::. II en resulle que, si (fiiz = o, le developpement de /, 
quand on remplaecra Xi par ^/-+- A dxi, se reduira a un polynome de 
degre n — i en h; done toutes les differenlielles a partir de rf"/ seront 
nulles quand on aura <Pt,z=: o. Comme d^r: est en general indecompo- 
sable, toutes ces differentielles seront divisibles par rf^:r. On peutaussi 
le voir en calculant les coefficients de h dans le developpement. 

En definitive, les fonctions qui repondent au probleme appartiennent 
a (rois categories. 

I. Les fonctions de la forme 



avec la condition 

F, designant une fondion eoliere des xi de degre n— p dont les coeffi- 
cients dependent de u. 

II. Les fonctions de la forme 

Q elant un polynome de degre n— 2 et R une fondion entiere du 
second degre. 

HI. Les fonctions ralionnellesde la forme suivante 



R\P /U\/'-' /R 



/=?0 - -+-?!- .-H---^?/*-! - -^?P 



oil y/ est une fonction entiere de degre /i -4-/?— i — gyp — i) — 1, oil R 
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est une fonction eDtiere de <legre q et u une fonction lineaire. II est 
bien entendu qu'a chaque solution on pent ajouter un polynome arbi- 
traire de degre /i — i . 

On a vu plus haut comment le diviseur commun a d"f et a d"^\f 
pouvait elre obtenu dans chaque cas particulier. 
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POLYNOMES ENTIERS A PLUSIEURS VARIABLES 

EN ELEMENTS LIN^AIRES, 
Par M. Ch. MERAY, 

PROFBSSEUR A LA FACULT^ DES SCIENCES OE DIJON. 



1. L'lDterveDtioD des valeurs particulieres de x^ qui annulent un 
polynome eulier par rapport^ cette variable, permet de le decomposer 
eompletement en facteurs du premier degre qu'annulent separement 
les diverses valeurs dont il s*agit. Cette proposition est connue de 
temps pour ainsi dire immemorial, e'est meme sur elle que roule toute 
Tanalyse des Equations entieres; mais on ignore absolument ce qui 
pent exister de semblable pour les polynomes k plus d*une variable 
independante. Je me propose de combler cette lacune en executant sur 
ces polynomes une decomposition tout a fait analogue. Elle fournira 
peut-etre de nouvelles ressources k leur theorie, ainsi qu'k celle des 
lignes et des surfaces algebriques. 

2. Un polynome entier /(^o> Jo» •••) d® degre m aux p variables 
independantes o^o* Jo* • • • est exactement determine k un facteur con- 

stant pres, quand on connait M = ^ — ^ ^ — i sys- 

lemes de valeurs particulieres de variables* savoir 

'^\j y\y • • • » 
*^t9 yty • • • > 



• • 



» • • > • • • > 
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qui le reduisent a zero. Effedivement, les M equations de condition 

/(j-,,jp ...) = o. 



/(^rxh Jm, ...) = o 



sont lin^aires et homogenes par rapport aux M + 1 coetficients de 
/(^«'7o» . ..) ^^^'^ lessupposant, bien entendu, distinctes les unes des 
autres, leur resolution fournit les valeurs de ces coetFicients, ou plutot 
des quantites qui leur sont proportionnelles, qui, substituees dans/, 
donnent immediatement 



/(^o,ro, ...) = ^^T^ 



si, pour abreger, on pose 







■r'r'yo ■ 


• • Jo 


2ifn\ _ 
0,, - - 


• • • 


• ••••• •• 


• • J \ 

• • • • 




.rtf 







S^"' est un determinant d'ordre M -h i dont la ligne d*indice i a pour 
elements les divers monomes entiers en^n, Jm •••» dont les degressont 
egaux ou inferieurs a m. 

Pour donner aux calculs plus de regularite et d'elegance, j'intro- 
duirai une variable supplementaire /„ et, au lieu de /(^otjo* •• •)» je 

^> •7^> ••). qui est 

bomogene et de degre m, en a?„, y^. . . ., ^o- On aura de cetle maniere 

oil A est toujours une constante indeterminee et ou A^"^ represente le 
determinant d^ordre M -f- i, dont la ligne d'indice i est formeo par les 
mondmes entiers de degres m en ^T^^yi^ . . ., //. 

Pour revenir de ^^"'^ a Vl"\ il suffira d'y poser /« -- /, = ... — /^, =rr i . 

II est bon de noter la signification des equations 

o7'^o, A';'" = o. 

La premiere exprime que les M -+- 1 systemes particuliers de valeurs 



\ 
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que representent les letlres jc, j, ..., affectees successivement des 
indices o, i, 2, . . ., M, satisfont iDdislinctemenl a una meme equation 
enlierede degre meno'.y, — La seconde exprime la mSme chose en 
formules homogenes. 

3. Je me bornerai a Texamen complet du cas le plus simple de la 
question aprfes celui de p = i* sur lequel il n'y a plus rien k dire. Je 
supposerai done /? = 2, m = 2, d'oii M = 5, ce qui montrera suftisam- 
ment comment les choses se passent dans tout autre cas, sans que nous 
entrions dans les complications d'une demonstration tout a fait gene- 
rale. 

Le determinant A',"' esl alors du sixieme ordre, et je le disposerai 
ainsi 



(0 



1'}'=: 



..1 .2 



'^o }\ -^0 yo-^o ^0*^0 -^o.Vy 
^1 .>'i ^1 ^'1^1 ^1^1 "^i.^'i 



•^^4 }i ^h y^^i ^5^5 »^6V6 



Cela pose, en ecrivantgeneralement, pour abreger, 



^f^h fh -/* 



.r 



yj -y 



= \hO'l 



la decomposition du polynome ^[^^ que nous avons en vue est fournie 
par le theoreme suivant : 

Si, a V expression 



(^0 



|oi 2||o54|5i3||432 



on ajoute celies non identiques a elle ni entre elles-mimes prises deiix a 
deux [les dix-huit quantitis x^, jo» *ot ^i» •••, 2- etant considere'es 
comme autant de t>ariables independantes) qui s'en deduisent par toutes 
les permutations possibles des six indices o, i , 2, . . ., .5, chacune de ces 
nouvelles expressions ayant ete prealahlement pourvue du signe -+- ou du 
signe — , selon que la permutation correspondante dquivaut a un groupe 
de transpositions de deux indices en nomhre pair ou impair, on reproduit 
precis dment /\^[^\ 



t- 
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I. Chaque iacteur ile TexpressioD (2) est undelermiDaDl qui change 
simpIemeDt de signe quand od transpose deux indices dans le terne qui 
constitue sa notation, et I'expression elle-memen'eprouved'autre mo- 
dification qu'une multiplication par — 1. On pent done, sans I'alterer, 
permuter arbilrairement les indices, mais a Vinterieurde tels ou tels des 
quatre ternes de sa notation, pourvu que le nombre total des transpo- 
sitions de deux indices ainsi effectuees soit un nombre pair. II en resulte 
ainsi, pour Texpression consideree, un tres ^rand nombre denotations 
qui sont equivalentes en reaPite, bien que distinctes en apparence, et 
dont il importe de retenir la possibilite. 

II. Chacun des indices d'un meme terne de la notation (2) se re- 
trouve encore dans un seul des trois autres ternes, accompagno de deux 
autres indices; le sixieme indice, qui ne figure ainsi ni dans le terne 
considere, ni dans cet autre, est ce que j'appellerai Voppose de cet in- 
dice. 

Relativement a Texpression (2), nos six indices ne s*opposent ainsi 
deux a deux que d*une seule maniere : o a 3, i a 4 6t 2 a 5. J'appellerai 
caracldristique de cette expression la notation 

(3) [o3][i4][2 5] 

indiquant entre ses indices cette relation combinatoire speciale. II faut 
naturellement y faire abstraction de Tordre dans lequel deux indices 
opposes sont ecrits dans chaque amhe et aussi de celui dans lequel ces 
trois ambes se succedent. 

Deux indices opposes ne figurent jamais simultanement dans un 
meme terne de Texpression (2); mais deux indices non opposes quel- 
conques se rencontrent toujours a la foisdans quelqu'un de ces quatre 
ternes. 

III. La transposition de deux indices opposes change Texpres- 
sion (2); mais, en tenant compte de Tobservation (I), on aperQoit im- 
mediatement qu'une seconde transposition de deux indices opposes 
dans la nouvelle expression ainsi obtenue regenere Texpression primi- 
tive (2). II en resulte que des transpositions quelcouques de deux in- 
dices opposes laissent rexpression(2) invariable ou bien la modifient, 
mais alors toujours de la meme maniere, selon qu'elles sont en nombre 
pair ou impair. 
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lY. Des transpositions d*indices opposes laissent la caracteristique 
invariable; (Kautrepart, deux expressions analogues a (2) sont evidem- 
ment distinctes quand leurs caracteristiques sont differentes. De cette 
observation combinee avec la precedente (in)f on conclut que toules 
les permutations possibles des indices donnent a Texpression (2) des 
valeurs distinctes donl le nombre total est le double de celui des 
caracteristiques differentes, que Ton pent construire avec nos six 
indices. 

On peutdeduire chaque caract^ristique de quelque permutation des 
nombres o, i, . . ., 5 dons laquelle on associe le premier au second, le 
troisieme au quatrieme et le cinquieme au sixieme; mais, comme une 
caracteristique donnee reste ^quivalente a elle-meme, quand on y 
permute soit les trois ambes de deux indices opposes, soit les deux 
indices opposes dans chaque ambe, cequi donne(i.2.3) x 2' = 48ma- 
nieres de I'ecrire ; les i . 2 . . , 6 permutations des six indices fourniront 
quarante-huit fois la meme caracteristique. Le nombre total des carac- 
teristiques distinctes est done ^ == i5 et celui des valeurs differentes 
de Texpression (2) i5.2 = 3o. 

II convient d'associer par la pensee les deux valeurs de I'expres- 
sion (2) qui ont une meme caracteristique : nous les dirons oppose'es. 

A une caracteristique correspondent buit ternes d'indices propres 
individuellement k figurer dans quelque valeurdeTexprossion (2); mais, 
parmi les combinaisons de ces ternes associes par quatre, deux seule- 
ment peuvent fournir la notation de Tune d'elles. On passe d'une com- 
binaison a Tautre en rempla^ant chaque indice par son oppose. Comme 
cette substitution contient trois transpositions de deux indices, lesdeux 
valeurs correspondantes de Texpression (2) qui sont evidemment oppo- 
sees sont toujours pr^cedees de signes contraires dans la sommsrtion a 
faire d'apres notre enonce. 

V. Nousavons a determiner celles des substitutions de nos six indices 
qui laissent Texpression (2) invariable. 

Le nombre total des substitutions possibles etant i.2...6 = 72o, 
et I'expiession (2) n*ayant que 3o valeurs distinctes (IV), le nombre 

des substitutions dont il s'agit est ^ = 24, et il n'y a pas a les cher- 

cher ailleurs que parmi celles qui n'alterent pas la caracteristique. 
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On trouve ainsi, en decomposanl ces subslitutioOwS en cycles : 

A. Une substilution identique 

(o)(i)(2)(3)(4)(5). 

B. Trois substitutions 

(i4)(25), (25)(o3), (o3)(i4) 

coniposees cliacune de deux transpositions distinctes d'indices op- 
poses (III). 

C. Six substitutions se resolvant chacune en deux transpositions 

deplagant, I'une, deux indices non opposes, I'autre, leurs opposes; 

telles sont : 

(i2)(45), (i5)(42), (02)(35), 

D. Huit substitutions composecs chacune d*une permutation circu- 
laire de trois indices, dont deux quelconques ne sont pas opposes, et 
de la permutation circulaire semblable des trois indices qui leur sont 
respectivement opposes; telles sont : 

(01 2) (3 4 5), (021) (3 5 2), .... 

E. Six substitutions dont chacune contient une transposition de 
deux indices opposes et une permutation circulaire des quatre autres, 
laissant intacts les ambes qu'ils forment dans la caracteristique; par 
exemple, 

(o3)(i245), (o3)(i54a), .... 

On trouve bien ainsi les i 4- 3 -4- 6 -H 8 h- 6 = 24 substitutions doni 
nous avonsparle. On notera que chacune d'elles equivaut a un groupe 
de transpositions dont le nombre est essentiellement pair. 

VI. Chaque terme de Tun quelconque des quatre determinants du 
troisieme ordre servant de facteurs a Texpression (2) est le produit de 
trois quantites qui se notent par les letlres^, r, 5, affectees respecti- 
vementde trois indices differents.Commeun mecne indice quelconque 
se retrouve precisement deux fois dans la notation de cette expres- 
sion, chaque terme de son developpement qui est le produit de quatre 
lermes enipruntes respectivement au developpement des quatre deter- 
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minaDts est evidemmcnt le produit de six elements du determinaDt(i) 
appartenant aux six lignes de son tableau. 

De ces ternies, les uns contiennent eomme facteurs deux elements 
du determinant (i) ou plus, appartenant a une meme colonne de son 
tableau. II est evident qu'ils se detruisent les uns les autres dans la som- 
mation des valeurs dislinctes de {'expression (2) que nousafTectonsde 
signes alternes. EITectivement, chacun d'eux reste invariable quandon 
y transpose les indices de deux de ses facteurs appartenant ainsi a une 
meme colonne du determinant (i). II y en a done un semblable dans 
le developpementde celle des valeurs de Texpression (2) qui en nait 
par la transposition, danssa notation, des deux indices consideres.Et 
la de>truction de ces deux termes resulte de ce que U regie formulee 
dans notre enonce impose le signe — a cetle seconde valeur de Tex- 
pression (2). 

II resulte de cetle observation que, dans la sommation des develop- 
pements des valeurs distinctes de Texpression (2), qu'il faut pourvoir 
de signes alternes, il y a seulement a considerer les termes ayant pour 
facteurs six elements du determinant (1) tombant respectivement dans 
ses six colonnes, c*est-a-dire ceux qui sont semblables aux termes 
memos de ce determinant. Pour faciliter le langage, je les nommerai 
les termes utiles du developpement de Texpression ( 2) et de ses autres 
valeurs. 

VII. On obtient au signe pres un lerme du developpement de I'ex- 
pression (2) en ecrivant successivement et dans le meme ordre les 
douze indices de sa notation, puis, au-dessus des quatre ternes qu'ils 
forment, quatre permutations quelconques (distinctes ou non) des trois 
lettres x, y, s, affectant ensuite cbaque lettre de I'indice qu'elle sur- 
monte, puis finalement en formant le produit des douze quantites dont 
les notations ont ete ainsi construites simultanement. J'appellerai le 
signe ainsi constitue le schema de terme considere. 

Inversement, il est clair que tout terme de ce developpement peul 
etre obtenu a Taide d'un pareil procede. Quant au signe a lui donner, 
ii suffira, pour ledecouvrir, de compter le nombre total de transposi- 
tions de deux l6ttres qu'il faut executer a Vinterieur de chacun des 
quatre ternes de son schema (les indices restant, bien entendu, immo- 
biles) pour ramener ces douze leltres a se presenter successivement 
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dans Tordre xyz xyz xyzxyz; le signe en question sera -h si ce 
nombre de transpositions est pair^ — s'il est impair. 

Un ternrie utile du developpenrient de Texpression (2) est le produit 
des six facteurs quadratiques dont on obtient les notations en afTectant 
convenablement des six indices o, i, . .., 5 les monomes x^, j^, s^, 
ys, zx, xy. II est evident que ce developpement ne peut contenir 
d'aulres termes utiles que ceux dont les facteurs carres sont aOectes 
d^indices figurant toustrois simultanement dans quelqu'un des quatre 
ternes de la notation (2). 

Parmi ces termes utiles, nous appellerons reguliers ceux 0(1 les mo- 
nomes a?* et j5 sont affectes d'indices opposes, ainsi quey* et zx, z^ 
et xy. Tous ces Vermes existent, et une fois seulement chacun, dans le 
developpement de rexpression(2); car, I'und'euxetantdonne.il taut, 
de toute necessite, pour construire son schema, ecrire x^y^ z dans un 
ordre eonvenable au-dessus du terne des indices des facteurs carres, 
les repeter ensuite dans les trois autres ternes au-dessus des memes 
indices, puis enfin, dans cbacun de ces trois ternes, permuter au- 
dessus de ses deux indices encore depourvus de lettres celles qui sur- 
montent leurs opposes dans le premier terne. 

Cest ainsi que Ton obtient le schema 



(4) 



du terme regulier 

(5) 



X y z 
.012 




X y z 
054 




X y z 
5 I 3 




X y z 

4 3 2 



-s 



^?7|-i(7»-»)(-*^4)(^5-5), 



dans les facteurs carres duquel les lettres x, y, z sont afTectees des 
indices du terne | o i 2 1 , et aussi 



z X y 
I 2 




z X y 
5 4 




X z y 
5 I 3 




y X z 

4 3 2 



schema du terme regulier 011, dans les facteurs carres, les memes 
lettres portent les indices 5, 4* o. « 

II est evident qu'en executant sur les indices du schema d'un ternne 
regulier (les lettres restant immobiles) Tune des substitutions qui 
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iaissent Texpression (2) invariable (V), on obtient encore celui d'un 
terme regulier, et, d'autre pari, qu'une subslitulion de cette espece, 
convcnablement cboisie, permeltra toujours de transformer Tun dans 
Tautre les scbemas de deux termes reguliers pris a volonte dans le 
developpement de I'expression (2). 

On en conclut que le nombre des lermes reguliers de ce developpe- 
ment est precisementegal a celui des substitutions donl il s'agit, c'est- 
a-dire a vingt-qualre. 11 serail facile de s'en assurer direetemenl. 

VIII. Le developpement de Texpression (2) contienl encore, avec 
chacun de ses lermes reguliers, trois termes utiles irreguliers que 
nous appellerons ses compagnons; ce sont ceux dont la notation se de- 
duit de celle du terme regulier en question par une transposition de 
deux indices, afTectant desfacteursquadratiques non carres parfaits. 

Par exemple, 

( •^!7?-5(j3-3)(-5.r5)(^vj4), 
( ^^' J 7? -2 (7* -V ) ( -5 ^3 ) ( '^5 Z^ ) 

sont les compagnons du lerme regulier (-5). 

II est facile de deduire du schema d'un terme regulier donne celui' 
de lei ou tel de ses compagnons. II suffit effectivement de chercher, 
dans ce compagnon, le facteur quadratique non carre dont Tindice est 
le meme que dans le terme regulier, de prendre le facteur carre qui 
porle I'indice oppose, puis, dans celui des ternes du schema du meme 
terme regulier qui contient simultanement les indices opposes a ceux 
des deux autres facteurs carres, de iransposer les lettres surmontant 
ces indices. 

L'application de cette regie au schema(4) du terme regulier (5) 
fournit bien celui du premier de ses compagnons (6), qui est 



X y z 
I 2 




X z y 




X y z 
5 I 3 




X y z 
432: 



II est evident que le developpement de Texpression (2) ne contient 
d'autres termes utiles que les 24 reguliers ci-dessus consideres (VII), 
et leurs 24. 3 = 72 compagnons irreguliers, soit, au total, 96 lermes 
utiles. 

Ann, de Vtlc, Normale, 3* Serie. Tome II. — Septemdrb i885. 38 
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IX. Dans le developpement de Texpression (a), les termes utiles 
sonl precedes des memes signesque dans celui du determinant (i). 

Considerons en premier lieu les termes reguliers. II est clair que 
deux quelconques sont precedes d'un meme signe dans le developpe- 
ment de Texpression (2), puisqu'on passe du schema de Tun au schema 
de Tautre par une substitution d^indices qui ne change pas cette ex- 
pression (VII). lis sont aussi precedes d'un meme signe dans le deve- 
loppement du determinant (1 ), parce qu'une substitution de cette espece 
equivaut essenliellement a un nombre pair de transpositions (V). Mais 
ces deux signes sont idenliques : effectivement, leterme regulier (5), 
auquel son schema (4) assigne le signe + dans le developpement de 
I'expression (2) (VII) a aussi le signe 4- dans le developpement du de- 
terminant (i), parce qu'il en est le lerme principal. 

Considerons, en second lieu, les termes irreguliers. Chacun d'eux 
a le signe — dans le developpement de Texpression (2), parce que le 
terme regulier dont il est le compagnon y a le signe 4- et que le 
schema du terme irregulier se deduit de celui du terme regulier par 
une (nombre impair) transposition de deux lettres au-dessus d'un 
seul terne (VIII) (VII). Or, il a le meme signe — dans le developpe- 
ment du determinant (i), parce que sa notation se deduit aussi par 
une (nombre impair) transposition d'indices, de celle du meme terme 
regulier que noussavons y etre precedee du signe 4-. 

X. Dans le developpement de toute autre valeur de I'expression ( 2 ), 
les termes utiles sont aussi precedes des signes qu'ils ont dans celui du 
determinant (i). Eneffet, la substitution d'indices qui change I'expres- 
sion (2) en celle dont il s'agit laisse evidemment utiles les termes qui 
Tetaient avant elle; en outre, la regie posee dans notre enonce pour la 
sommation -des diverses valeurs de cette expression conserve a ces 
termes leurs anciens signes, ou bien les change, selon que cette substi- 
tution cquivaut a un nombre pair ou impair de transpositions. Comme 
les choses se passent de meme dans le developpement de (i) a cause de 
la loi fondamentale de formation des determinants, il est clair que la 
correspondance de signes des termes utiles que nous avons constatee 
ci-dcssus (IX) est necessairement conservee par la substitution consi- 
derec. 

XI. Ainsi, dans la sommation prescrite par notre enonce, les termes 
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qui ne se detruisent pas sont individuellement identiques a cciix du 
determinant (i), et il est evident que chacun d'eux s'y repete le meme 
nombre de fois. 

La somme en question comprenant 3o expressions analogues a 
(2) (IV) dont chacune possede 96 termes utiles, en conlient par suite 
96 X 3o = 2880. Le determinant (i) en conlient, lui, i . 2 . . . G = 720. 

Le nombre de ces repetitions est done - — = 4» ce qui acheve la de- 
monstration de notre theoreme. 

On pent, au surplus, retrouver ce nombre 4 d*une autre maniere, en 
cherchant combien de valeurs de I'expression (2) contiennent dans 
leurs developpements, soit comme regulier, soitcomme irregulier,un 
terme donne du determinant (i). 



4. L'induction permet d'etendre le theoreme a toules les valeurs 
des enliers/>, m. Par exemple, pour/? = 2, /n = 3, la decomposition 
de A!j'' s*oblient, sauf un facteur numerique, en sommant les valeurs 
distinctes de Texpression 

(7) |oi2[.|o5 4|.|5i3|.|4 3:i|.|o67lJi68|.|2 69|.|3 7 81.|47 9|.|5 89! 

precedees chacune du signe 4- oudusigne — ,selon la parile ou Timpa- 
rite du nombre des transpositions dont Tensemble equivaut a la substi- 
tution d'indices dont elle derive. 



En posant encore 



^h fh ^h 



X, 



J'i 

yj 



ti 



^j 



^k Yk -A- h 



— \h ij k\ 



la decomposition de A,*' resulte, a quelque facteur numerique pres, 
de la sommation faiie en suivant la meme regie pour I'attribution des 
signes, des valeurs distinctes de 

|oi2 3|.|o4 5 6|.|i498|.|29 5 7|.|3 8 7G|. 

Les elements ultimes d*une pareille decomposition sont des deter- 
minants d'ordre /? + i, parmi lesquels ceux dont la notation contient 
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rindice o sont seuls variables. II est clair que chacun de ces deroiers 
est une simple fonclion lineairedes variables, qui s'annule pour quel- 
ques-uns des syslemes de valeurs annulant la fonclion consideree que 
Ton a fait servir a Toperalion. 

5. Cette decomposition de la forme quelconque F(a?o»jo» •••t ^o) 
en elemenis lineaires est Tequivalent, avons-nous dit, de celle d*une 
forme binaire en facteurs (que Ton realiserait, d'ailleurs, a I'aide du 
meme mecanisme). Pour les formes binaires, ces facteurs sont des 
determinants du second ordre; pour les aulres, les elemenis lineaires 
sont des determinants d'ordre commun egal au nombre des variables. 
Ce fait est conforme aux analogies que fournit la Geometric : les ele- 
ments des espaces rectilineaire, plan, solide sont les segments recli- 
lignes, les triangles, les tetraedres, qui, en coordonnees reclilignes, 
correspondent a des determinants d'ordres a, S, 4- 

La seule difference entre les formes binaires et les autres, au point 
de vue de leur decomposition en elements lineaires, est qu'elle est 
possible d'une infinite de manieres pour celles-ci, landis qu*elle ne Test 
que d'une seule pour les premieies. En outre, les elements se multi- ' 
plient mutuellement pour les premieres, alors que pour les autres ils se 
combinent par voie etde multiplication et d'addilion. Mais, a certains 
egards, une pareille combinaison pent etre consideree comme rexlen- 
sion de la multiplication a des assemblages de quantites. 

L'analogie ne s'arrete pas la. Appelons, pour un instant, un deter- 

mmant lei que X, Ic soUdansant des ^^ -^ ---^ ^^ svs- 

lemes de valeurs des variables figurant dans ses diverses lignes, pour 
rappeleria propriete de I'equation obtenue en Tegalant a zero, que ces 
syslemes annulent lous une meme forme de degre m a/? variables; les 
elements lineaires dans lesquels nous avons decompose la forme sont 
precisement les solidarisants de ces syslemes associes p 4- 1 a/?-f- i. 
iMais, dans le resultat de la decomposition, on pcutaussi mettre en 
evidence les solidarisants de ces syslemes associes en groupes de 

'^ —^ — ^» [x etani un entier quelconque inferieur a p. 

Par exemple, si Ton somme seulement les valeurs de Texprcssion (7), 
dont la formation ne comporte que des permutations dans le groupe 
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( o I 2345) avec d'aulres intcressant Tautre groupe (6789), on en 
obtient une partie qui est exactement divisible par le solidarisantdes 

j-^ 1 = 6 premiers systemes. 

Ces aulres decompositions de A^'"' correspondent tout a fait a Tope- 
ration consistant a concevoir un produit ordinaire de plusieurs facteurs 
comme resultant de la multiplication du produit effectue de quelques- 
uns d'entre eux par le produit des autres. 

6. Nous avons resolu en elements lineaires la forme F de degre m a 

. ., , (/n 4- 1) (m 4- 2). . .(m H-o) , 

p-h T variables au moven de ^^ — — ^ — — i des svs- 

' •' 1.2.../? 

lemes rf/5///ic/5 devaleurs de variables qui Tannulent. Mais on pent en 

faire inlervenir un nombre moindre, s'il arrive que quelques-uns sont 

muliiples, c'cst-a-dire annulcnt simullanement toules les derivees par- 

lielles de la forme jusqu'a un certain ordre. 

Supposons, par exemple, que Ic systeme d'indice i annule les 

K -= -^-^— — ^^'"^ — — derivees particlles d'ordre A de F (et par 

suite aussi celles d'ordres moindres ). On pourra remplacer par ce sys- 
teme unique de multiplicite K, K systemes simples dont les indices 
seront, par exemple, a, ^, . . ., X. Alors il faudra, dans A^"", substiluer 
aux lignesd'indices a, ...,>. ceque devient la ligneit^, x"*"', j, ..., /"', 
quand on difPerentie simullanement tons ses elements de K manieres 
dont il s'agit, et qu'ensuite on y fait x = Xi^ y-^y-, ..., t ^= ti. 
Cela revient a differentier des K manieres en question les K lignes 
d'indices a, |3, . . ., X respectivement, et a y poser ensuile 

m 

Cetle derniere operation, executee sur le resullatde la decomposition 
en elements lineaires de A^'"' contenant encore les lignes distincles d'in- 
dicesa,p, ...,X,donnera pour F une decomposition dans laquelleun cer- 
tain nombre d'elemenls lineaires seront egaux entre eux et oil, par suite, 
ils figureront a des degressuperieurs au premier. C'est exactement ce 
qui se passe pour les formes binaires qui ont des facteurs multiples. 

7. Je termine en donnant le developpemenl de 4^',*^ en ses 3o ar- 
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tides. Pour plus de clarte, j*ai dispose sur quinze lignes differenles les 
quinze paires d'articles opposes (3, lY) en ioscrivant en regard la 
caracleristique de chaque paire; et, pour faciliter I'lmpression, j*ai 
separe par de simples points les ternes d*indices dans les articles et 
leurs ambes dans les caracteristiques. 
On trouve 



(8) U?^ = ' -+- 



o34.o52.53i .2i4 
125. 134.320. 4o5 
123. i45.42o.5o3 
2i5.243.4io.3o5 
-4- 043. o5i .542. 123 
-r- 0.54. o3i .352. 124 
-H 325.341 .420. io5 
o4i .o52. 543.231 
o54 .012. J 53. 234 
425 . 4 1 3 . 1 20 . 3o5 
oi3.o52.5i4.24i 
o5i .032.354.241 
521 .543.420.301 
043.012. 145.253 
H- oi4.o32.3i5.254 



125. i43.42o.3o5 
o43.o52.54i .21 3 
o45.o32.35i .2i4 
034. o5i .532. 12*4 
2 15.234. 3 10. 4o5 
2i3.245.4io.5o3 

oi4.o52.5i3.234 
325. 3i4. 120. 4o5 
321 .345.420.501 

o3i .002.534.241 
425.431 .320. io5 
4^3. 4i5. 120. 5o3 
034.012. i35.254 
521 .534.320.401 
323. 541 .420. io3 



01 .23.45 
01 .24.35 
01 .25.43 
02. 13.45 
02 .14. 35 
02. 1 5. 43 
o3.2i .45 
03.24. 1 5 

o3. 25.41 
04.23. 1 5 
o4 .21.35 
04. 25. i3 
o5.23.4i 
05.24. 3 1 
o5.2i .43 



L'equation S\^^= o represente la conique dont les points oniXQ^y^^ z^ 
pour coordonnees courantes et qui passe par les cinq points qui ont 
pour coordonnees les memes lellresaffectees des indices i, 2, 3, /|, 5. 
En substitnant a A^^' le second membre de la formule (8), elle prend 
uue forme sous laquelle elle exprime une relation speciale entre les 
aires des triangles dont chacun a pour sommets une certaine combi- 
naison de trois points du groupe forme par ces cinq et un quelconque 
dela courbe. L'aire d'un triangle e^^lMn segment du plan comme une 
longueur est un segment de droite. A ce titre, la relation dont il s'agit 
est comparable a la relation segmentaire exprimant qu'un point d*une 
droite fait partie d'un groupe de deux points donnes sur elle. 
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FONCTIONS DOUBLEMENT PERIODIQUES 

DE SECONDE ESPECE, 



Par M. HERMITE. 



On (loil a Jacobi \vs developpemenls en series de sinus el de cosinus 
des expressions suivantes : 

B(.r-hff) H(a;-ha) 0,(j:H-rt) lI,(j?-}-a) 

qui se sont offerles dans ses recherehes memorables sur le niouvcmenl 
de rotation autour d'un point fixe d'un corps qui n'est sollicilc par 
aucune force acceleralrice. Ces resullats decouverls par le grand geo- 
inetre m'ont paru devoir etre completes en considerant le systeme 
complet des seize quotients qui ont pour numerateurs 

B(a:-{-a)y H(.r-+-a), 0,(vC-hrt), Ui{x -h a) 

et pour denominateurs 

e(^), H(x), ^i(.r), IT,(^). 

Les quantiles qu'on oblient ainsi apparliennent a la calegorie des 
fonclions doublement periodiques de seconde espece, ayant un seul 
pole dans le rectangle des periodes 2K, 2/K, el elles ofiVent ce carac- 
tere parliculier, que Tun des multiplicateurs, celui qui correspond a la 
periode 2K, est egal a + 1. 

Cesl au point de vue de la iheorie des fonclions doublement perio- 
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(liques de seconde espece que je me placerai dans ce qui va suivre, en 
me proposant de faire voir comment elle permet de demontrer facile- 
ment les formules de Jacobi et celles que j*y ai ajoutees. 



I. 



Considerons en premier la serie 



1 






e " 


sin 


r. 
» 1/ 


r(cr4-2«tK') 



oil le nombre entier n prend toules les valeurs de — qo a -4- oc , aetant 
une constante qui sera representee par a 4- jV; je dis qu'elle est con- 
vergente, quel que soit x, pourvu que a' soil en valeur absolue inferieur 
ii 2K'. 
En effel, le terme general elant mis sous la forme 



niTZn 

lie ^ 



, K g K 



on pourra, au denominateur, negliger la premiere exponentielle ou la 
seconde, suivant que n croit positivement ou negativement, ce qui 
donne les quantites 



. -7r-(fi-\-tlK')-h—rT- . --- (fl-2lK')- --|7- 

2ie '^ ^'^ , 2ie '^ ' 



Ecrivons — n au lieu de n dans la seconde et prenons la limite pour n 
intiniment grand de la racine /i**™® des modules, on aura pour resultat* 
si Ton remplace a par a -+- iV, 

e * y e^ 

(]es deux limites seront done inferieures a Tunite en posant 

a'-h2K'>o, a'— 2K'<o, 

et la serie sera convergente, comme nous Tavons dit, quand la valeur 
absolue de a' sera moindre que 2K'. 
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Soil maiotenant 



*(-)=2t^ 



nJTZn 
€ K 



sin^(^H-2w'*K') 

j'observe que, rindice n variant de — oo a -f- oo , on pent changer n 
en w -4- I et ecrire 

^{x)=:\ ? = e "^ y 

^ s\n-^[x -h 2{n -^ i)iK'] ^ sin-^(^-4- 2«K'-h 2/i/K') 

De la composition meme de la serie resulte done la relation 

ill a 

ou bien 

On a d'ailleurs immediatement 

« 

4>(a:-+-2K)=:— <P(j:); 



ainsi <l?{x) est une fonction doublement periodique de seconde espece 
aux multiplicateurs — i et c "^ ; ses poles s'obtiennent en posant 



77 

sin -^(j: -h 2/iiK') = o, 

d'oii 

.r = 2 m K — 2 niK\ 

m designant un entier arbitraire; par consequent, on n'a a Tinterieur 

du rectangle des periodes 2K et 2rK' que le seul pole ^ = o, auquel 

2K 

correspond leresidu — Les proprietes que nous venons de recon- 

naitre sulTisent a la complete determination de la fonction $(a:), et Ton 
sait construire avec les transcendantcs de Jacobi une expression qui les 

Ann, de Vt.e, Normale. 3* Serie. Tome II. — Septembie i885. Sq 
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reunisse : c'est la quanlite 

TT li{x)B(a) ' 

qui a, en effet, les memes muUiplicateurs et le meme pole x = o avec 
Ic residu — ; on a, parsuile, la relation 



miiza 



aK \{'{6)id(x-^a) V ^ ^ 



^ . TT 



' ' sin— --7 (j? -h 2mK') 

et il sutBt de permuter x ei a pour en conclure Tune des fonnules de 
Jacobi, a savoir 

niTZ.r 



2K H'(o)e(.r-+-^) V ^ •* 



y — 



- - — — • 



TT 0(x)H(a) ^^ . .. . .ir,v 

' ^ sm—rria-h 2niK') 

2K ^ 

Les autres s'en deduisent de la maniere suivante. 
Changeons d'abord a en a-h «K', nous aurons 

niTZ.r 
I'TZ.r 



iK H'(o)H(ar+a)^-4^_Y e " 



„ ^y 

2K ^ 



tTZ r 



puis, en multipliant par e ^^ , 



(2/1 4- I) iu.r 



2K H^(o)H(.r4-«) _ Y g **^ 

TT 8(.r)0(rtr) "~^ . TT r . V -1.-/1 

^ ' ^ ^ sin -^ [<7 -h (2/1 -+- l)£K'] 

2 K. 

.Meltons enfin dans ces deux relations a -1- K au lieu de a, on obliendra 
les formules qui restaient a etablir 

niTZ r 



2K ir(o)e,(.r-Ha) V ^ ^ 



I* 



1 :-. 



^ ^ ' cos— 17(^7 -h 2/ilK') 

2K 



(lrt-»- DiTZ.r 



2K ir(o)!Ii(x-i-q) _ V ^ *•" 

7:' e(j'-)^i(^) 



I 



003-^7 [a -h (2n -\- i)iK'] 
2K ^ ■* 
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Je joindrai immediatement a ces expressions des quatre quotients 
conlenant e(a?) en denominaleur ceux dont le denominateur est f), (^), 
et qui s'en lirent par le changement de a: en a? -4- K. Les formules ainsi 
reunios onl un meme caractere analytique essenliellement distinct do 
celles que nous obtiendrons ensuite; je conviendrai, afin de les ecrire 
de la maniere la plus simple, de representer par les lellres n ei m tons 
les enliers pairs el impairs, tant positifs que negatifs; cela etant, on 
a le tableau suivant : 



(!) 



(^) 



(3) 



(1) 



(5) 



(6) 



(7) 



(8) 



«i7C.r 



2K H'(o)e(^4-fl) 

7: e(x)H(a) 


sm —ir(a-\- niW) 
2k^ 




iniizr 


3K H'(o)H(^4-a) 
7: e(^)0(a) 


sin — ^ (a -+- miK' ) 
2K ^ 




nin.v 


2K U'{o)e,(x-^a) 


cos— =7 (a -+- niK') 

2K 




wiir.r 


2K Wio)lh(jr-^a) 
T. e(a-)e,(flr) 


cos -V (^ -4- miK' ) 
2K 




rt «l1t>- 


2K H'(o)e,(.r-4-a) 

T. Si{jr)H{a) 


2K^ 




m/ir.r 


2K H'(o)Ui(x-{-a) 


2K^ ' 


7: &i(x)S{a) 




n niTZ.r 


2K H'(o)e(.r-hr7) 
r. e,(.r)Hi(a) 


Y ( i)*^ **^ 

'^ cos-^(a-h«/K') 
2K 




miH.r 


2K H'(o)H(.r-ha) 

T, e,(j')ei(^) 


Y ( ')"*<? '"^ 
^^ pnc ^/7 -4- wi / K M 



2K 
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II. 



Nous considerons en second lieu une serie d'une forme enlierement 
differente de la precedente, qui est representee ainsi : 



niizn 



cot-^4->e*'^ cot-^(x-l-niK')4-£i . 

Dans cette formule, Tentier n parcourt toute la suite des nombres 
pairs de — 00 a -H 00 , et la quantite designee par e doit etre supposes 
nulle pour /I = oetegale a Tunite positive ou negative, selon quen est 
lui-meme positifou negatif. 

On devra done, en n'introduisant que les entiers positifs 

W =1 2, 4j 6, . . ., 

la decomposer en deux series partielles et Tecrire ainsi 

cotjf +001^+2 e"^ ^col^(x + niK') + q 

\e »" coljj^(ar — mK') — J, 

OU bien encore, au moyen d'uDe transformation facile, 

-TT (na-i-niK'H-x) —^-.(na — nth'+a- 



cot -rryr -+- COt 

2K 2 






COS —rr ix 4- niK!) COS — sr (^ — /I* K') 

2K 2K 



et c'est cette nouvelle forme qui conduit aux conditions de conver- 
gence. RemplaQons, en cffet, pour de grandes valeurs de /i, les deux 



-. jTi , ..- 



denominateurs cos -ir (^ -+- ni^') et cos -jf (^ — m K') par {e * 

iir ... 

et ^c"" , les termes generaux deviennent 



2e'* , 2e '* 



Cela etant, si Ton fail encore a = a -f- la', on obtient pour la limite de 



APPLICATION DE LA THfeORIE DES FONCTIONS DOUBLEMENT P^RIODIQUES, ETC. 3o9 

la racine n'^^'de leurs modules, en supposant n infini, les quantites 



-^ (a'-f-iK') ~ (a'-iK'i 



et, par consequent, les conditions 

a' -4- 2 K' > o, a' — 3 K' < o. 

Notre secondeserie est done, comme la premiere, convergenle, pour 
loule valeur de x, lorsque le coefficient de i dans la conslante a est en 
valeur absolue inferieur a 2K'. J'ajoute qu'elle definit encore une fonc- 
tion doublement periodiquc de seconde espece, et qu*en posant 

n(j7)=:C0l— 1^ -h\ e ^^ I C0t-|^(j:-4-/2/K')-H£M, 

on a les relations 

n(^ 4- 2K) = n(^), n(^ -f- 2 hl') = e"^U{a'). 

La premiere est ^vidente et la seconde resulte de Texpression du 

iiza 

produit a ^ ll{x ■+• 2«K'), a savoir 

J'^U{x-^2iK')=e'^coi^-^e'^Se'^\cot-^^ 



On a, en effet, 

inn 

e ^ col 



■^ col — i7 == col -i7 -H A e * 4-17, 
2K 2K ^ ^ 



et si nous changeons, comme il est permis, nen n — 2 dans le terme 
general, il viendra 

iiza I lit" \ Y^ nJTZa r -_ i 

e^ n(^-^2eK0 = col^ + cU"^-hi;-hV '•' cot^(x-+-Ai«K')-h£«' ; 

mais, sous cette Forme et a Tegard du nouveau nombre n, une modifi- 
cation est apportee a la signification de e. On doit, en effet, prendre 
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mainlenant £ = i pour n =4,6, 8, puis e = o et e = — i pour/i = 2, el 
71 — o, —2, — 4» .... Or on voitqu'enajoutanlauxtermescorrespondant 



iTZa 



a/i==2et/i=o d'une pari ie ^ , de Tautre /, et, par consequent, en fai- 

sant enlrer dans la somme la quantite iie *^ -hi/, on retrouve pour t 
precisement la signification (|ui lui a ele donnee dans la fonction n(a'). 
La relation a etablir et, par consequent, Ie caractere analyliquc de 
fonction doublement periodiquede seconde espece resulte done encore 
de la composilion memede la serie consideree. Enfin, si Tonremarque 
que, dans Ie rectangle des periodes, il n'existe qu'un seul pole x= o, 

auquel correspond pour residu — > on obtient Texpressionde II(a?)au 

moyen des fonctions de Jacobi sous la formed ^, — ^n — — • 

En prenant x et a, on a, par suite, 

- ti; xif/ X = col -rr -+->e ^'^ cot-rr(a-h/?«K')4-£M; 

c'est Ie premier exemple et Ie type du second groupe de huit formules 
auxquelles nous allons parvenir. 

Changeons d'abord a en rz -h iK\ on oblient, apres avoir multiplie 



ilC.r 



par e^^ et en designant par m Tenlier impair w -h i, 



oji U'{o)&(.F- ha) 
t: H(x)e( 



/7r.»- «.-• miTzx 



Tll^e^ coi~ 4->e~^ cot4-(«-h//u•K')-+-e/ 



II suffit ensuite d'employer la relation 



iTZ.r 1 71. 1 

e^^ cot^ = h ie **" , 



sin 



2K 



iTlx 



pour avoir en definitive eten faisant enlier ie terme ie *^ sous Ie signed, 

^ W, — xQ/ X — h y e -"^ cot -^(rtr-+-/7uK )-h€i . 



5>m ,, 
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Le nombre/nrepresenle, danscette furmule, louslesentiers impairs, 
el t doit etre pris egal a -h i ou — i, suivant que m est positif ou ne- 
gatif, sans jamais passer par zero. En y changeant, ainsi que dans la 
precedente, a ena-hK, on obtient quatre relations qui, ensuite, en 
donnent quatre autres, lors(ju'on y remplace x par x-\-K, Cest, par 
consequent, le systeme complet des huit formules qu'il s'agissait d'ob- 
tenir et que je groupe dans le Tableau suivant : 

(lo) »/ xQ/ V =^cosec-=^ -hye^^ \co\-^(a-hmiK')-hBi\, 

, , aK H'(o)H,(x + a) . ttx V TT"" f. ^, i^rx 1 

, . aK H'(o)e,(x + a) . zx V ^T. ^-, tn 1 



/I ni It .V 



, ... 2K H'(o)H,(.r-|-«) TT.r V/ xl "iiT f • ^ / -i^/n -1 



WITT r f- 



' TT H,(a:)0(fl) 2R ^j 2K' J 



n mux 



. ^. 2K R'(o)Ux{x -h a) ^ Tzx V/ Ct "iir r. ^ / i//^ I 



III. 



Depuis longtemps, M. Kronecker a eu Tidee de developper, suivant 
les puissances de y. les expressions de Jacobi, et, en 1877, Tillustre 
geometre m'a donne communication des resullals extremement remar- 
quables auxquels il s'est trouve ainsi amene; en raison de leur interet, 
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j'indiquerai succinctement comment on y parvienl. 11 esl indispensable 
pour cela de separer, dans les series dont nous avons donne le Tableau* 
les termes qui correspondent aux valeurs positives de ceux qui corres- 
pondent aux valeurs negatives des entiers design^s par m et n. En con- 
venant done qu'on supposera desormais 

m = 1 , 3, 5, . . . ; n =: 2, 4> 6, . . . , 

il sufBra, poureffecluer tons les developpements suivant les puissances 
de q, d'employer les formules suivantes, oil s est une constante posi- 
tive, qu'on prendra tour a tour egale a m ou a n : 



ms mtTla 
I 



2K 






ms miiza 






sin— rr (a— siK') 

__ ns ni 7C ft 

cot-^(« -4-5£K')4- /=!— 2i\ 7* e '*" , 
cot-^(a — siK') — i^=:-\-2i\ q* e "^ , 

/i = 2, 4> 6, . . . . 

Cela etant, si Ton convient encore de designer par m'et /i', comme on 
Ta fait plus haut pour m et n, tons les entiers impairs et tons les entiers 
pairs, positifs, on aura les seize formules suivantes : 

, , 2K H'(o) ^(a^^a) x ^« . /V ^ • ^ / 

, , 2K H'(o) H{x-ha) /V ^ • ^ / 

^ ' r, 0(.t)0(«) ^^^ 2K' '' 



m — 1 m/i 



2K H'(o) ©,(d?4-a) . Tra ,V, ,-z r ^ / 



m - I w/m' 



(^) IT e(We.(a T^"^ +42(-0 7 cos ^ (m« - m'^); 
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'^.K ir(o) 0,(j:--i- ^) , T.a 



n tnn 



4\(— i)V/* sin^(mrt — /J.r), 



(6) 



2K lfr(o)HiU^-i-rO 

TT Q~{jL')B{aj 



m'— 1 mm' 



4\(— i) ^ 7 * COS— ^(ma — //I'.r), 



, , 'iK ir(o) e(.r -^ ^/) , T,a 

(7) 7^—: TV— T-^ = sec 



TT e,(a.) II, (a) 



2K 



m-+-n — 1 mn 



4N(— i) ^ q'^co%—^{nia — nx), 



(8) 



2K li'(o) II(.y + «) 
;: e,(./;)e,(rt) 



m-f-m'— 5 tnm' 



\\{—^) ' 7 " sin-j^(/;ia— m'j:); 



, , iYi.\V{o)\l{x-^-a) T,x T.a /V T • "^ / ^ v 

(9) 11/ X if/ ~^ — — col— rr -4-COl— j7 4- 4 > 7 Sin -|j (/IflT -h /^>), 



(10) 



2K ir(Q) e(.r 4-^7) _ T^r 

7: H(.r)e(a) -^^^^^Sk 



4 \ <7 * sin -^{na -h wjx), 



('0 



2K ir(o)H,(^-f-a) 



« W/l' 



7: 



(o) !l,(j7-f-a) T,x ^ T.a ,V/ x^ T • ^ / 1 ^ 



, , 2K ir(o)0,(.r-f-^) , TT.r 

(12) -,-T- r-,^—— — = cosec 



T Il(.r)0i(/7) 



2K 



^s 



n mn 



4-4 >(— 0*7* sin-^(//rt: 4- /^?.r); 



2K 



2K ir(o) n,(.r4-^7) 



T.V 



(i3) — - ~TfV ~r.— -—- ~ — lang^4- cot 
7: lll(^') il(^) 2K 



7ra - V 



T 



(— i)*7* sin^(/^rt-^/^^^), 



7r 111 (.r) 0(^7) 2K 



*s<- 



m - 1 .//I// 
2 ^."2",, 



i) ^ 7^ cos— r-(/i« H- //*-c), 

^ 2K ' 



2 K ir(o) \\{x-\-a) 
^'^^ 7: lJ,(.r)Hi(r7) 



Tx Tza .\^. . 

tang^-^ -lang^ + .l2^(-0 



rt-f-/i'— 2 n/i' 

. . - -j- 

* 7 * sin-^(/2a 4- /^'J?), 
2K 



, ^. 2K ll'(o) 0(.r 4- a) , 7:x 

(16) ~ — ,\^ , , = sec— i7 

^ ^ 7: Hi(.r)0,(a) 2K 



m-i-M — i mn 



-\-l\\{—i) * 7* cos;-|-(/ia-h//ia7). 



y^//w. r/<» /'£c. Normale. 3* Seiic. Tome II. — Septembre i885. 



^o 
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On remarquera que dans les huit premieres relations figurent, sous 
les signes Irigonomeiriques, des differences d'arguments, tandis que 
les suivantes contiennent toutes des sommes. Les developpemenls, sui- 
vant les puissances de y, conservent done trace de la difference analy- 
lique signalee precedemmentenlre les fonctions du premier etcellesdu 
second groupe ('). 

( * ) Un Travail important do M. Schcibncr, qui a pani dans les Mdmoires de TAcadcmie 
royalo des Sciences de Saxe, en i883, sous lo litre : Zur Reduction eWptischer Intcgrale 
in reeller Form, contiont dans une note les d6veloppenienl8 en series trigonomi^triques des 
monies fonctions que j'ai consid6r6es. Jo m'empresse de signaler ces r^sultats, dont je n'ai 
(HI que r6cemment connaissance, on rcmarquant que les formules du savant autcur sonl 
pr6sent6es sous une forme somblable h cello qu*a adopt^o Jacobi, dans ses Rccherches sur 
la rotation, ot entieroment diff^rento de la miennc. 



SUR LA 



thEorie des fonctions elliptiques, 



Par M. R. LIPSCHITZ, 



» 



PROFESSEUR A LUNIVERSITE DE BONN. 



Extrait d'une Lettre a M. Herhite. 



Comme j'avais eludie, il y a pen de temps, voire beau Memoire 
Sar quelques applications des fonctions elliptiques, j'ai suivi avec d'au- 
tant plus de plaisir les developpements de voire Lettre. Un interet 
particulier me scmble attache a Texpression 



2K ir(o)H(;;-ho)) 



71 H(^) 11(g)) 

pour laquelle vous donnez les deux developpements 



coi^+^\col^{^ + -.niK')-^^i)^ 



ni'Kz 



J 



oil n = o, ±] , db 2, . . . , £ etant i, o, — i, suivant que n est positif, 
nul ou negatif, et 

col-^ -h cot-^ -h 4 > q^'^'^' sin jrinz -+- n'o), 

oil /I, /i' = I, 2, 3, . . .. 

La seconde serie est distinguee par le fail que Texposant de q con- 
tienl, par rapport aux deux nombres n et n\ la moitie de la difference 
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des deux carres {n ■+- n'Y — (n — n'Y, landis que toutes les generali- 
sations usilees de conliennent dans Texposanl de q des formes essen- 
liellement positives. Un autre resuUat se prete au moment ou i'on in- 
troduitpourjz; et w deux quantites complexes eonjuguees ::j = a;-+- iy. 
rji — x — ify et en meme temps, au lieu de la periode K', une expression 
K'-f-^/, oil g designs une quantite reelle constante, / une quantite 
reelle variable. 
Si Ton ecritH(z,y) au lieu deHf:?), la fonction reelle 



r _ 7r(K'4-ff/. -i r 

,, 2K ll|o, e ^ jH|2cr, 






est egale a la serie 



cot 

2K 






La dcrniere a la propriete de satisfaire a I'equation diflerentielle 
partielle, qui determine le mouvemenl de la chaleur dans un plan, dent 
les points ont les coordonnees rectilignes x.y^ le temps etant designe 
par t. 

En effet, cette equation est la suivante 



d^ u d^u\ On 

5^ '^'dr^)~~(H 



oil a designe une constante physique. 
Les deux premiers membres donnent 



ir- u ()' u 



-1- -T-;; — t> 



()x'' ()} 

et en meme temps 

Ou 

()l 

/# // ft It 

Le lerme general de la serie, en formant-y-j -h -p^j re<joit le facteur 

— j4^ {[n-^- n')' — [n — n'Y]; en formant -yjj il rcQoit le facteur 
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— 2/i/i' ^g'. Cela vu, requalion du mouvement (Ic la clialeurse trouve 
remplie aussitot que I'on determine la conslanle g par Tequalion 






K 



Orje me suis propose de trouver le probleme du mouvement de la 
ehaleur, qui est resolu par voire fonelion. Le fait qu'elle devient in- 
finie dans le rectangle des periodes 

seulqment pour le point a; -+- zj = o, conduit aux considerations sui- 
vanles. Supposcz que la temperature u soit egale a la somme d'une 
fonction ^, qui resle finie et continue dans les environs du point 
a? 4-/7 = 0, ct de Texpression «7logr, oil a designe une constante et 
oil x-^iy=^ re'^; j'admets que Ton decrive au poinl milieus -^ iy=io 
un cercle de rayon R, et que Ton determine la quantite de ehaleur qui 
enlre dans le plan par le cercle. Alors, une constante physique posi- 
tiveetant nommee bj il fautevaluer Tintegrale 



"/ 



27: ^ 
'^" R dO. 



*>' 



Pour une valeur decroissante de R la fonction finie et continue {^ 
donne une partie infiniment pelite, mais la fonction (jlogrdonne la 
parlie finie — 271(76. Nous avons done le phenomene d'un orifice, par 
Icquel s'ecoule pendant Tunitc de temps une quantite constante de 
ehaleur — 271(7 b. Dans notre cas, la fonction u pour x-\-iy = o de- 
vient cgale a la somme d'une fonction finie et continue et de Texpres- 
sion 

t: \.v -i- I y jc — iy J 

Soit denotee par a une quantite positive, ladite expression est la limite 
vers laquelle converge le quotient 

4K ^l og[(j-- i-oe)^ + .r-] — 1 log [( > — «)- -^ ,r^] 
7: 2 a 



'3i8 
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pour une valeur decroissante de a. II faut done deerire au point milieu 
a: -h iy = o un cercle de rayon R, et faire ainsi que les deux quan- 

tites a et R decroissent de manicre que -^ decroisse aussi. Alorslacha- 

ieur qui s'ecoule par le cercla de rayon R entre dans ce plan de telle sorte 
que s'il y a deux orifices, Tun au point x -h iy = ol, Tautre au point 
X -4- ij = — a, et que par le premier s'ecoule une quantity de chaleur 

egale a — 6, par le second une quantite egale a — — 6, les deux 

quanlites de chaleur sont egales et opposees, et leur grandeur absolue 
devient d'autant plus grande que la distance 2ol devient plus petite, 
supposition semblable a celle sur laquelle est fondee la definition des 
masses magnetiques. D'ailleurs il est clair que, par la definition de 
la quantite de chaleur qui s'ecoule par les deux orifices voisins, la pe- 
riode K est entierement determinee. 

Evidemment la fonction ii est construite ainsi, qu'elle satisfait aux 
deux equations 



(0 

De plus les equations 






U(j? 4- /.K 4- 2 K) =L— II (.r -h //) , 



n(^4-0'4-2iK')r=: 



in , -rtK' 



donnent 



II(.r-H i\y -+- 2K) Il(^— // — 2K) =ll{jc-h iy) ll(u— iy), 
H(.r -h iy 4-2iK') H(jr — £j — 'iiK')—e 



rur/x - .K '^^^'^ n(^ _^ iy>^ II (^ _ iyy 



La tbnclion remplit done les deux relations 



(3) 

(4) 









U'ailleurs il est clair que, dans le rectangle 



-K<x<4-K, ^YL'-^gtiyiK'-^gh 
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la fonction s'evanouit aux deux coles 

X = — K ct jf = K 
par le facteur 

il regne done ici la temperature fixe m = o. Afin de connaitre Tetat 
de la temperature dans le c6tej= K'-i-g^/, formons, pourune quantite 
positive p, la difference des temperatures 

u{x, YJ + gt -h P) — u{x, YJ-^gt — .3), 

qui, suivant (2), est egale a la difference 

u{x, K'4- ^^ 4- P) - ii[x, - (K'-+-^0 -+- 5] 

et, suivant (4), egale au produit 



./[.r,-(K' + ^'0 + 3]/ -^^-i 



I 

•21 

K 



3C7t o 

-r- ,3 



En divisant par 2[i et en faisant decroilre p, on Irouve la limite 

. ,,[.r, - (K'+ ^-0] ^ =- "(.r, K'-^ ^-0 f • 

Le quotient differentiel partiel de u pris par rapport a y devienl 
done egal au produit de la fonction et du facteur constant — ^- Pour 
le cote 7= — (K'-t-g^/), le quotient differentiel partiel pris par rap- 
port a J donne la fonction u multipliee par le facteur opposed- 
Mais, si notre plan est entoure, aux deux cotes j = K' -i- ^f et 
j= — K'— g^/, par un gaz de la temperature zero, le quotient diffe- 
rentiel de la temperature pris par rapport a la normale de la ligne 
limite doit tenir un rapport fixe a la temperature elle-meme existantc 
dans la ligne limite. Done votre fonction u exprime en forme finie la 
temperature dans un plan rectiligne, 011 la chaleur entre dans les en- 
virons de a? -h ly = o par deux orifices voisins de la maniere exposee, 
oil, dans les deux coles a; = K, a; = — K, est donnee la temperature 
fixe egale a zero, oil les deux cotesy = K'-f- g^/, j = — (K'-i-^/) ont 
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un mouvement prcscrit proportionnel au temps /, oil, dans ces deux 

du 

cotes le quotient -^ a la raison fixe — ^ pour le premier, -h ^ pour le 

second cote, conformement a la symelrie, et oil, pour / = o, I'etat ini- 
tial est exprime par la foncVion 



T. ( - — \ I -— \ 

II \jc -+• / r, r *^ / H\J7 — IV, <? "^ / 



Pendant que le temps procede, le reclangle retient la meme hauteur 
2K, landis que la largeur 2{K' -{- gt) devient de plus en plus grande. 
Pour un temps infini, la largeur devient infinie, et la temperature, en 
equilibre dans le bandeau, est exprimee par la fonction simple 



T,(.r -i- ly) r,(^'— iy) 

cot - ^-—- -+- col ~ TT—'-^ 

2K 2K 



SUR LE 



i> 



DEVELOPPEMENT des fonctions 



SATISFAI8ANT 



A UNE EQUATION DIFFERENTIELLE, 

Par M. gomes TEIXEIRA, 

PROFRSSEtR A l/l'MVERSITE DR COIMBRE KT A L*KCOLE POLYTECIIMQl'E I)E POHTO. 



IjU se'rie 

ou «o, flit rt2» • • • representent des fractions reduites a leur plus simple 
e^vpression^ ne pent pas Aire le developpement (T une fonction definie par 
line Equation algebrique relativement a x^y et V a coefficients entiers 

(3) F(.r,/,/) = o, 

s^il exisle une valeur de n determinee a partir de laquelle les denorninateiirs 
de n«^, , rt„^-2, . . . contiennent des facteurs premiers superieurs respective- 
menta // -h i , ^ -h 2, /i -h 3, .... 

On pent tirer ce theoreme de la formule suivante, qui resulte de 
Trxpression analytique de la d6rivee d'ordre n des fonclions composees, 
et qui donne la derivee d'ordre n de la fonction y {Journal de Batta- 
glim, t. XVIII): 



(3)^ 



(yT {.f)^ ( v'')^ . . . (/^'*-*0^ (y)*'(7'')P'. . . 0'v'''-'))^'(j('»))>' d^v 



aI?!...).laM?M...)/l(2l)P^{i'(3I)Y-^r...(,i — il)>.^VaM dx^'dfuly'^ 



-_ o. 



Dans celte equation la somme 2 se rapporte a toutes les solutions 
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enlieres positives de Tequalion 

^ ( an- 2j3 -h 3y H-. . .4-(/i — i)>. -+- a'H- 2;3'h- 3/-h. . . 

^^^ I 4- (/*-!)>/ 4- «' = «-!, 

el Ton a pose 

^ j ;7j — a H- p 4- . . . H- >. -+- a' -h P' -i- . . . 4- )/ -h a% 

/ rt izz a 4- ? 4-. . .4->., 6 = a' 4- (3' 4-. . .4-)/, c^a". 



Nous avons done 



.?/t-i) \X-t-a)/ /y(/i)\X' 



2- alp!...Ala'!pI...X'!a''! dx^dy^dy 



\) \ n\ ) d'^'V 

^= o 



ou, en separant le terme qui conlienty^ 

^/'Xp-hOl/ / y{/t-l) XX-f-W' 



2j a!p!.../.Ia'!pM...>.'!a''I d,r^'dy*dy'~< "^ '' ^r' //! 



Si Ton pose maintenant x = o dans celle formule, on obtient une 
autre forinule qui donne les valeurs de y' , -7, . . . -^j qui doivent 
coincider avec Ics coefticicnls a^, a,, a.,, ...,«„ de la serie proposee. 

On voil par cettc formule que le denominaleur de^ ne pent con- 

tenir que les facteurs premiers suivants: 
i" Ceux qui resullent du denominaleur 

2^ Ceux qui resullent du denominaleur de 

/ d'" F \ 
\dj;-dy'd/'')^=,'' 

3*' Ceux qui resullenl du numeraleur de 
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/\^ Ceux qui resullenl des denominaleurs de >v • |, --i - " 



2l' n-iV 

5" Ceux qui resullenl de n. 

Nous allons voir que les facteurs premiers coirespondant aux Irois 
premiers cas n'augmenlent pas indeiioiment avec n. 

I. Comme la fonction F(a:, j,y) est entierepar rapport a jr,j el y, 
les deriveesde celle fonclion d'ordre superieura son dcgre sonl nulles, 
el par consequenl m ne peul pas augmenler indefinimenl. Done les 
quanlites a, ]3, 7, .. ., X, a', |3', ... X', a", donllasomme est egalea m, 
ne peuvenl augmenler indefinimenl, ni par consequenl leurs facleurs 
premiers. 

II. La derivee 

(|ui est fonclion enliere de jo ^^ y\ ^t, \}^^ consequent, de a^ el a,, ne 
peul conlenir evidemmenl en denominaleur que les facleurs premiers 
qui entrenl dans les denominaleurs de a^ el ^/,. 

HI. La derivee (-T->) >qui est une fonclion entiere a coefficients 

enliersdeao eta,, est une fraction determinee, el ne peul done con- 
lenir en numerateur des facteurs premiers qui augmenlenl indefini- 
menl. 

On voil done que les facleurs premiers du denominaleur de*^ ou 

a^ ne peuvenl augmenler indefinimenl que par suite de la presence du 
facleur n du cinquieme cas, el nous avons done le iheoreme enonce. 

Exemple. — La fonclion definie par la serie 

a: x^ x^ 



I H ; h 



2 ! 2 313 ' ' /I -h I ! Ai -h I 



ne peul pas salisfaire a une equalion ¥ [x,y^ y') = o algebrique par 
rapporla x^y ety, parce que lecoefficienl j de x^ peul con- 
lenir des facleurs premiers superieurs a n. 
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Done la fonction correspondanle 



/ 



— lit -h lotr.r 

X 



x 



ne peut salisfairea une equation algebriquc enjc.jety. Elle esldonc 
(lifTerente des fonclions algebriques, logarilhmiques, circulaires, etc. 
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2. On sait(*) qu'il est toujours possible de Irouver un couple de 

periodes primitives 20, 20)', lei que la partie reellede — . soit positive 

el meme plus grande qu'un nombre assigne d*avance, par exemple 
plus grande que ^. 
Posons 



d) 



0) 



■= r~h IS J 



ou 



s 



i 



et soienl OA, OB {Jig. 1) les droiles representant respeeliveinent m 




et co' en grandeur et en direction. Si Ton meneBH perpendiculairemenl 
a OA, on obtient 

BH^OBsin^OA; 

or 



yZ/'l 4- 5« 



modo) 



ilonc 



ou bien 



BH =5modci)> ^modc) 



BH>i.OA. 



II sujt de la que, si Ton mene par B une droite parallele a OA, 
les droites joignant un point quelconque de celte ligne avec O et A 
renfernient en tous cas un angle aigu. 



(*) roir Ouvrage cit6, p. 4. 
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Cola pose, soit OACB {/ig. a) uii parallelogpamme dont les cotes 
sotit egaux respectivement a lu, o>'. Si les angles BAO, UOA sonl aigus, 
le couple 2'», ato' remplit la troisieme condition du theoreme. Si run 

d'eux, piip exemple BAO, est oblus, qu'on prenne sup la CB prolongec 



les seginenls UB,, H1B3 tous egnux a CB. Appes un noii)bri> lirii 

d'opera lions, on aboutipa sansdouica un poini B„ (dans la figure, /? = 3), 

tel que I'angleOABn soit aigu el rangleOAB„_, obtus.Alors Tangle AOB„ 
sera aigu et le parallelogpamme OAB„_,B„ sera divise pap sa diagonals 
plus couple en deux triangles acutangles. 

■i. Du parallelogpamme OAB„_,B„ on peul en deduirc [Jig.'i) deux 

Fig. 3. 



aiilpcs, OAB„D, OB„AC. ayant la meme propriete ; oil les obtienl en 
inenant par une ()roiie DC parallele a B„A et en prolongeanl les 
cotes B„_,B„, B„_, A (iu premier parallelogpamme. 
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Les coles de OAB„_<B« sont 



(a) 

ceux de OAB„D sont 



OA = &), OBrt = oj' — /iw; 



(b) 

ceux de OB^jAC sont 



OA = ci), OD = &)'— (/i-h i)w; 



(c) 



OC =— OD r= (/I -I- i)w — w', 0B„ = (./— /iw. 



On oblient, en outre, trois autres parallelogrammes en renversant la 
direction de Tun des cotes de chaque parallelogramme precedemment 
considere (i); les cdtes de ces nouveaux parallelogrammes sont : 

PourOA'DB,,, 



(^1) 



OA' 1= — w, OBrt = 0)' ■— /I fs) ; 



pourOA'B^D, 

(e) 
pourODC'B^, 

(0 



0A' = — w, OD = 0)'— {/I -h i)m; 



OD =&)' — (/I 4-i)ci), OBa==w'— /iw. 



4. Designons, en general, par SI, Q! les cotes de cliaque parallelo- 

SI' 
ji;ramme; pour que la partie reelle de ^. soil positive, on doit poser : 



Dans lo parallelogramme (a).. 
» » (b) . 

» » (c).. 

>» » (d) . 

)» » (e) . 

w » (f).. 



£2 

12 
12 
12 
12 



= &), 



l)(k) — w', 

(/i4-i)o), 



12' 
12' 
12' 
12' 
12' 
12' 



Co' — ( « -f- I ) 0) ; 
w' — /« 0) ; 

— Gj; 

— o; 

o/ - (/I -h i)o>. 



Ces couples de coles, pris dans Tordre adbecf ou dans I'ordre beadcf. 



( ' ) Dans la figure nous avons dislingud par des traits discontinus les cotds de ces paral- 
h'*logrammes qui n'apparlienncnt pas aux precedenls. 



■ 

i 
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suivant que n est pair ou impair, sont congrus, par rapport aux pe- 
riodes de pw, respectivement aux six couples 

oil 

Or, puisque 

oil 6^^^c<**^c^^^ est une permutation dc ee'e", parmi les six parallelo- 
grammes consideres il y en aura necessairement un dont les coles satis- 
feront aux conditions 

e, c' etant designes d'avance. 

5. Nous devons maintenant demontrer qu'il n'y a pas de couple de 
periodes primitives different de 2ft, 2S2'et de — 2^, — lii qui rem- 
plisse les conditions du theoremc. 

Si deux grandeurs o>, to' satisfont aux equations 

elles ont necessairement la forme 

( f^ —il -\- 2ml2 -h 2n^' =(14- 2m)il 4- 2/1^', 

oil m, 71, m', n! sont des nombres entiers quelconques. 

Pour que 20, 20' soit un couple de periodes /?rt>wmV^5 de pu, il doit 

elre 

I -h 2 m 2/1 

2/n' i-i-2/i' 



A = 



= ini 



0)' 



el enfin, pour que la partie reelle de — . soit positive, il doit etre A=: 4- 1 . 

Nous devons done chercher s'il y a un sysleme de nombres m, n, 
m\ 7i'(dont un au moins soit different de zero), lies par Tequalion 

((3) (i 4- 2m) (14- 2n') — iim'n=:iy 
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tel que le parallelogramnie (w, w') ( * ), o> et to'etanl donnes par les equa- 
tions (a), soil (livise par sa diagonale plus courle en deux triangles 
aeutangles. 

6. Le nombre des casa etudier est diminue considerablement par 
les reinarquessuivanles: 

I. Deux couples 2w, 2w' et — 2w, — 2c«)'satisfont ou ne satisfont pas 
ensemble a la iroisieme condition du theoreme. Cela reduita la moitie 
le nombre des cas. On peut, par exemple, laisser de cote tons lessys- 
temes de nombres m, n, m\ n\ oil Tun determine d'entre eux est 
negatif. 

Nous conviendrons de ne donner a m! que des valeurs positives. 

II. Si les nombres m, /i, m\ n' satisfont a I'equation (|3), elle est sa- 
tisfaite aussi par les nombres w', m', /i, m. Done, pour cbaque couple (a), 
il y en a un autre 

Or, au point de vue geometriquc, c'est-a-dire, tantqu'on ne lient 
pas compte de la grandeur Q, Q! et de la condition ^ > ^, rien ne dis- 
tingue £2 de Q!\ de faQon que Ton peut designer par 12', £l les memes 
cotes du parallelogramme (i2> 12') qu*on appelait d^abord 12, 12'. Apres 
cela il sera 



W = w', fA)'= 0), 



C'est-a-dire, si le parallelogramme (w, o>') se deduit de (12, 12') par 
un certain procede geometrique, on en deduira par le meme procede 

le parallelogramme (o>, o>'), pourvu seulement qu'on opere maintenant 
par rapport au cote 12' de la meme faQon qu'on operait auparavant par 
rapport au cote 12, el inversement. 

Si done on a demontre geometriquement, a savoir, sans tenir 
compte de la grandeur de 12, 12' et de la condition ^ > ^, que le parallelo- 
gramme (o>, (o') remplit ou ne remplit pas la troisieme condition du 
theoreme, on pourra regarder la meme chose comme etablie aussi pour 

le parallelogramme (w, o>'). En d'autres termes, la consideration d'un 



( ' ) Nous di^signons ainsi le parallelogramme dont deux c6t6s conligus sont w, «o'. 



SUR LES PERIODES DE LA FONCTION ELLIPTIQUE pu. 33 1 

sysleme de nombres /w, n, m\ n! nous exempte de celle du svsteme 
n\ Tn\ /?, m, 

III. Les nombres /i, n' ont ou n'ont pas meme signe, suivant que ni 
est posilif ou negatif [m! etant toujours suppose positit). Si Ton ne 

fait aucune hypolhese sur la grandeur de Tangle QJ^\ on pent prendre n 
toujours positivement. 

IV. Si la vaieur absolue de (i -4- 2w) est plus petite que 2/w', la va- 
leur absolue de [i + in') est plus grande que in. Alors, en appliquant 
la remarque II de ce numero, on oblient un sysleme de nombres /ai^, 
/I,, m',, n'^, oil 

pour lesquels on a 

val. abs.(i 4- a/w,) > im\. 

On pent done se passer de I'etude des systemes oil la vaieur absolue 
de(i -i-2/7i)est moindre que q/w'; ou bien on pent toujours supposer 

val. abs. (i -h am) > im\ 

7. Geci etabli» nous pouvons entamer la demonstration de la 
deuxieme partie de notre theoreme. 

II nous faut avant tout enoncer un lemme, d'ailleurs tout a fait evi- 
dent. Si les cotes con tigusO A, OB du parallelogramme OACB {fig. 4>5) 





ont les directions de ft, ft', et si OA = Aft, OB = >tft', oil A, k sont des 
grandeurs positives, Tangle OAB (de \^fig* 4) ou AOC (de \^fig' 5) 
est certainement aigu si hz^k\ an contraire Tangle ABO(delay?^. 4) 
on AGO (de la^?^. 5) est certainement aigu %\k^h. 
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Cela decoule immcdiatement du fait quele parallelogramme {Q, £2') 
est divise par sa diagonale plus courte en deux triangles acutangles. 

8. On pent ordonner conime it suit les cas dont il nous faut nous 
occuper : 

I( (a) L*angle ii£l' est aigu 
I© //I *> o I 
|(p) )) » obtus 

(B) L'un au moins dcs nombrcs m', n est nul. 



9. (A) Les nombres m\ n ne sont pas nuls. 

i" 771 > o. Soient 0^, O-n {Jig. 6) les directions de fl, i2', et faisons 

OA = (i4-2m)12, OC = 2/w'£2<OA, XP = 2n^\ CQ =(1 4- 2/i') a'. 

Fip. 6. 




Si OP coupe CQ au point E, on a 

( ) A n- 2 m 

de fa^on que Q est sur le prolongement de CE. D'ailleurs de (j3) et de 
rinegalilo 



on lire 



c'est-a-dire 



d'oii 



I -+- 2 A?? > 2 m' 



2/?l' (i -h 2w' — 2n) < I, 



2// > I -H 9.n\ 



AP > CO. 



Done Q est dans Tinterieur du triangle OBP. 
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II nous faut maintenant distinguer les cas (a), (/3). 

(a). Si Tangle S2Q' est aigu [fig. 6), Tangle OBP est obtus, et 

OQP Test ^ plus forte raison. Doncle parallelogramme dont les coles 
sont 

OP = (i -h 2m) i2 4- in^'—(^, OQ = im'il-^^i -h a/i') flt' = o/ 

ne remplit pas la troisieme condiiion du theoreme. 

(|3). L'angle QQ! est obtus [Jig. 7). Si sm' > i -h an', en appliquant 

Fig. 7. 




§ 



au parallelogramme OCQR le lemme du n®7, on voit que Tangle RQO est 

aigu; done Tangle OQP, qui est plus grand que 180^— RQO, est obtus. 
Soit au contraire 2m' < i + in'. De la relation (|3) on tire 



am' 



2 m — I 



, l\m'n->ri , «... 

1 -4- 2m — 2m'=: ; 2m' = — -, (2/1 — 2/1') ; , 

'2n' -hi 2n' -\- I ' 2 /t' H- I 



et, comme 



il sera 



2m'<I-h2/l', 2/1 > 2 /l', 



i-h2m — 2m'<;2/i — 2/l' 7 



2 m — I 



2n' -\-\ 



2/1 — 2/1' — I . 



En appliquant done au parallelogramme QSPF Ic lemme dejk cite, 

on voit que Tangle PQF est aigu; d'oii il suit que Tangle PQO, qui 

est plus grand que 180*" — PQF, est obtus. 

Done le parallelogramme (OP, OQ) ne remplit pas la troisieme con- 
dition du theoreme. 
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10. 2*^ m<o C )• - Soil encore {fig. 8) 
()A=:(i4-2w)ft, OC = 2m'Q<mo(iOA, 0B = 2/ift', CQ = (n-2/i')i>'. 
On demontre, comme dans le cas precedent, que 

AP > mod CQ, mod CQ > mod CE. 

Prenons sur OA le segment 0C'= CO; par C menons C'E'Q' paral- 
lele a OB et faisons C'Q' = QC. Le point Q' sera sur le prolpngement 
de QO, et les segments QO, OQ' seront egaux. Achevons de consiruire 

Fig. 8. 




le parallelogramme OPRQ des nouvelles periodes (o, to'. II est aise de 
voir que les triangles ORP, PQ'O sont egaux; done ORP = PQ'O. Or 

PQ'O n'est autre chose que Tangle PQO du numero precedent, et 

consequemment il est obtus; done Tangle ORP Test aussi; et OPRQ 
n'est pas divis^par OR en deux triangles acutangles. 

11. (B) L'un au moinsdes nombres/n', nest nul. La (^) se reduit a 

(H-2m)(i -f- 2/i') =1, 

Cette equation admet deux solutions, a savoir 

m = /i'=o, m=:/i' = — I. 

( > ) n n'y a pas lien de consid^rcr le cas /n = o, parce que nous sommes convenus de 
lui donner toujours des valeurs telles qu'il soit 

val. abs. (i -f- a/w) > im\ 

ce qui n'est pas possible, tant que ni n'est pas nul, si m = o. 
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Ainsi le cas (B) donne naissance aux six cas suivants : 

Cas. ///. ti. m', n', 

(a) O O O O 

{b) o n o o 

(c) o o m' o 

(d) — I o o — I 

(e) — I n o — I 

(J) — I o m' — I 

Le cas (a) donne : co = £2, o>' = fli'. II n'y a done pas a s'en occuper. 
(6) se reduit a (c), {e) a (/) en vertu de la remarque II du n° 6. 
{d) se reduit a (a), (/) a (c) en vertu de la remarque I du merne nu- 
mero. 

Tout se reduit done au seul cas (c), a savoir : 

12. Soit OACB le parallelogramme (^, £1'), oil, si Tangle SiQ' est 

•^iguCA^. 9) 

0\=a, OB = 12', 

s'il est obtus {/ig. lo) 

AG ^12, AC=i2\ 

On sait que les triangles AOB, BACsont acutangles. Prenons sur le 

Fig. 9. Fig. 10. 

G ^ ^ ? P ^^ E D C B F G 

\l \ Ix / X \ \ W / \ / / / 

\\/A\//^ Nx,\//\\/ 

A A 

prolongemenl de BC les segments CD, DE egaux a BC. Comme Tangle 

OAC est oblus. Tangle OAD Test a plus forle raison, et le parallelo- 
gramme OALD, c'est-a-dire ((o,o>'), oil (*) 

( ' ) Ici et clans la suite le signe sup4riour so rapporte a lei Jig. 9, Tinferieur k la Jtf^^. 10. 
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i)*est pas divise par AD en deux triangles acutangles. La meme chose 
resulte a fortiori pour les parallelogrammes dont les c6tessont : 



0) = ^, o/=i2'it612, 



Prenons maintenant sur le prolongement deCB les segmenis BF, FG 

egaux a CD. Comnie Tangle BAO est aigu, son supplement, e'est-a-dire 

AOF, sera obtus, et le parallelopramme OAFG, dont les cotes w, co ' 
sont 

ne sera pas divise par sa diagonale plus courle OF en deux triangles 
acutangles. La memo chose s'ensuivra a fortiori pour les parallelo- 
grammes dont les cotes sont : 



% 



fsi — il, W'=: £2' 11=612, 



Nous pouvons done regarder notre theoreme comme parfaitement 
etabli dans tons les cas. 



DEMONSTRATION ANALYTIQUE 

DE L'EXISTEXCE ET DES PROPRIET^S ESSE\T1ELLES 

DES 

RACINES DES EQUATIONS BINOMES, 

Par M. Cif. MERAY, 

PROFESSEUR A LA FACULTR DES SCIENCES DE DIJON. 



i. L' Analyse, qui esl la plus abstraile des Sciences, doit fournir 
des principes a toutes les autres, sans en emprunter a aucune, sinon 
les theories s'enchainent mal et perdent lout a la fois de leur clarte 
et de leup certitude. On renverse done absolument Tordre naturel 
des choses quand on introduit des considerations geonrielriques autre- 
nient qu*a titre de simples images, dans la demonstration de faits pure- 
ment analyliques, en particulier quand on fonde la theorie de Tequation 
binome sur les proprietes des arcs de cercle et de leurs lignes trigono- 
metriques. 

Pour faire disparaitre de TAnalyse cette tache regrettable, j'ai donne 
en 1872, dans mon Nouveau Precis d' Analyse infinithimale, une de- 
monstration de I'exislence des racines de toutes les equations entieres 
a une seule inconnue, dont les elements sont tires exclusivement des 
principes les plus simples de TAlgebre. Toutefoi« cette demonstration 
devient plus courte et plus nette quand on en degage tout ce qui con- 
cerne les racines des equations binomes, dont les proprietes offrent 
d'ailleurs une importance toute speciale a cause du role considerable 
qu'elles jouent dans une foule de circonstances. C'est ce qui m'a con- 
duit a traiter ces equations a part et a en proposer la theorie tres 
simple que je developpe ci-dessous. 
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Racine positive de T Equation x''' = R, oii R est une qnantite positive. 

2. J'aurai a m'appuyer sur les iheoremes generaux suivants, dont 
je rappclle seulement les enonces : 

Si Von na pas f[a, h, . . .) = o, la fonction rationnelle ' ' / " \ 
tend vers 77-^^"--"-" quand x^y^ ... tendent simultaniment vers a,b, — 

3. Pour que la variante i^, prenani successivement les valeurs en 
nombre illimiti 

tende vers quelque limite, il est necessaire et suffisant que la difference 
v^^p — Vj^ tende vers zero quand n augmente indefiniment, el cela quelque 
relation que Von ctablisse cntre n et p, 

4. Passons a I'equation 

(I) r'" — \\, 

en supposant R nul ou posilif. 

Si R = o, cette equation bindme na d' autre racine queo. Si R > o, el/e 
a une racine positive unique qui, en mime temps que R, est superieure, 
egale ou inferieure a i . 

Le premier point est evident. Pour elablir le second, supposons 
d'abord R > 1 et, appelant u une quantile positive superieure a i, for- 
inons la progression geometrique indefinie 

dont les termes croissent sans limitc. Deux (ermesconsecutifs convena- 
blernent choisis a^s a^"^* comprendronl cerlainement R, c*est-a-dire 
donneront lieu aux inogaliles 

Cela pose, soient j^ le quotient et p,^ le reste de la division de X\ 
par m\ posons u^^ = r„ el faisons tend re u vers i . 



/ 



I)E l'eXISTENCE ET DES PROPRIETES DES RACINES DES EQUATIONS BINOHES. SSq 

Les inegaliles prececlentes donnant 

la quantite m*« tend vers a. On en conelut que r"^ lend aussi vers R; 
car on a 

oil les deux termes de la fraction tendent simullanement, le numera- 
teurversR, ledenominnteurvers i, parce que I'entier p„ reslc inferieur 
au nombre fixe m (2). 
Soient maintenant 

les valeurs, evidemment toutes positives, que r^ acquiert successive- 
ment quand u tend vers i . Les relations 

— ' n ^^ ^n — ' fi-^-p ^^ fc/n-p> 

oil £;,, tn^p tendent vers zero quand n augmente indefiniment, el cela 
independammeni de toute relation enlrep el n, donnent 

f n-i-n In — 



n-^P n ,./n-i _, ^w-j .. _i _. ,.w 

Comme r„, r^^p finissent par surpasser toute quantite positive r^ 
choisie de maniere que r'^ soil <R, sans quoi r,7, r^'^^ ne pourraient 
tendre vers R, le denominateur du second membre de cette egalite finit 
par surpasser mr'^ \ d'oii, en valeur absolue, 

puis 

parce que £«, tn^-p tendent simullanement vers zero. 

On en conelut (3) que fn tend versune certaine limite r, evidemment 
positive, qui est racinede Tequation (i)a cause de r'" = limr,7 = R(2); 
on a de plus r> i, sans quoi r"" serait < R. 

Si R< r, ^ est > I, etTequationy^^ tt admet parce qui precede 
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line racinc positive s^\. L'equation (i) a done pour racinela quantile 
r = -, qui est positive, et < i . 

Si R = I , Tequation (i) admet evidemment la racine r = i . 

Cetie racine positive r, dont nous venons de constaler Texistenee 
dans tous les cas, est la seule que Tequation (i) puisse posseder; car, 
pour loute quanlite positive r^ non =r, on a z^"' non = r^ et partant 
non = R. 

5. Des transformations ulterieures, ayant ce theorerne pour base, 
conduisent aux formules qui servent a combiner, par voie de multipli- 
cation, de division et d'elevation aux puissances, les racines des equa- 
tions binomes, telles que (i). Ce sonl les regies ducalcul des valeurs 
arithmetiqiies des radicaux sur lesquelles nous n'avons pas a revenir. 

Racine spiciale de Tdqaation x'*' = a, oii a est une quantity imaginaire 

de module i n'ayant aucun 616ment n^gatif. 

6. L'exislence du module u d'une quantite imaginaire u = {u\ u"), 
ayant u\ it pour premier et second dlemenl, resulte de celle de la racine 
positive de l'equation binomedu second degrc'j* = w'^-hw"*'' (4), apres 
quoi les propositions enoncees aux n*^* (2), (3j s'etendent facilement 
aux quantites imaginaires. Nous aurons, en outre, a utiliser les obser- 
vations particulieres qui suivent. 

f Quand le module de u se reduit a i , chacun de ses elements u\ u" 
est, en valeur absolue, inferieur a i, dgal au plus, ce qui resulte imme- 
diatement de la condition 

II. A une quantite rdelle de valeur numerique egale ou in/erieure a i 
donnect repondent dans le premier ens i , dans le second a quantites ima- 
ginaires de module i , ayant cette quantite reelle pour element de nam 
donni. 

Quand on se donne, par exemple, pour premier element d*une quan- 
tite imaginaire u de module i la quantite u' satisfaisant aux con- 
ditions — i^a'^i, le second element uC' de u depend de requation 
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bin 6 me 

(l) //"»— ! — £/», 

Joni le second membre ne pent elre negatlf. 

Si u=± I, cette equation se reduit a m"^=o et n'admet d'autre 
racine que o; (di i , o) esl done la seule quantite de module i qui ait u' 
pour premier element. 

Si u' n*esl pas = ± i , soit U'' la racine carree positive de la quantite 
alors positive i — w'^(4). L'equation (i) qui s'ecrit aussi 

donnesoit u''= U", soit a" = — U", etiesseules quanlites repondant a 
la question sont 

III. Les deux quantity du module i qui ont un mime premier element 
donne non = dz i , sont conjugudes^ et chacune d'elles est Vins^erse arith- 
metique de V autre. 

Le premier point est evident, puisque les seconds elements des quan- 
tites (d) sont egaux et de signes contraires. Le second resultede ceque 
le produit de deux quantites imaginaires coujuguees est egal au carre 
de leur module commun, qui est ici i. 

IV. Si le module de u restant dgal a i , I'un de ses Elements decrott de 
I a o, puis de o a — I, la valeur correspondante nulle ou positive de 
ictutre element (ii) croit deo a i , puis decrott de i a o. La valeur nulle 
ou negative de ce mime autre element decrott deod — if puis crott de — i 
do. 

Si, par exemple, c'esta'qui decroit de 4- i a o, puis de o a — i, 
i^^9 lie 9 u' par la relation (i), croit de o a i et decroit ensuite de i a o. 
Si done u" ne devient jamais negatif, il augmente aussi de o a i pour 
diminuer ensuite de i a o. Et de meme, s'il s*agit de la valeur nulle ou 
negative de uf. 

V. Si les quantites U = (U', U"), u=^{u\ u") ont i pour module 
corwnan^ la seconde tend necessairement vers la premiere quand I'un de 
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ses elements tend vers I' element de mime nom de la premiere, pourvuque 
leurs deux autres elements finissent par riHre pas de signes contraires. 

Soil, par exemple, lim(U'— //) =o; de w ^4- w'^= U'- -h U'-= i, 
on tire 

Si U" = o, celle relation donne lima" = o= U". 
Si U"non = o, on Unit par avoir numeriquement U''^- w"> U", d'oii 
numeriquement encore 

parce que le signe final de u" est alops identique a celui de U". On en 
conclut loujours Vitnu" = U". 

On a done, dans les deux cas, lima = U, puisque Ton a simultane- 
menl \\mu=\i\ \\mu"= U". 

VI. Si les quantites u = {u\u"), i^ = (^', i^") /le sonlpas nulleset nont 
aucun element negati/, le second Element de leur produit ne r est pas non 
plus et son premier element croit algebriquement quand, dans Can des 
facteurs^ le premier dement vient a croitre et le second a decrottre, pourvu 
que le second facteur soit ins^ariable ou bien subisse seulement une varia- 
tion seinblable a celle du premier. 

Les elements du produit w^sont effectivement wV — a'V", mV'-h a'V\ 
expressions dont la nature speciale rend evidents les points dont il 
s*agit. 

vu. Si u = [u\ u") est une quantite imaginaire a elements positifs et de 
module i , cas auquel tous les termes de la progression geometrique 

ont I aussi pour module commun, la difference des premiers elements de 
deux termes consecutifs nepeut surpasser numdnquement mod(</ — i). 
Si, d' autre part, les premiers elements de 

(3) //<*=! I, Uy u^, . . . , U^. 

ne sont Jamais negati/s, leurs seconds elements et mime celui de ii*"^* ne 
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le sont pas non plus. En outre ^ ces premiers elements des quantites (3) 
vont sans cesse en decroissant par degres dont les valeurs numeriques sont 
au moins igales a \ — u . Par suite (iv) leurs seconds elements vont sans 
cesse en augmentant. 

La difference des premiers elements de a*, w*^* est le premier ele- 
ment de leur difference w*"*^* — a*= m*(w — i ); numeriquemenl done, 
elle ne pent surpasser le module de cette derniere difference qui se 
reduit a mod(M— i), a cause de moda*= i. 

Si a^ n'a aucun element negatif, m*^* = a*a a son second element 
positif, puisque ceux de u le sont lousdeux (vi); u par hypotbese, puis 
u^= u.u, puisw',..., puis finalement M*'^' ont done leurs seconds ele- 
ments tous positifs. 

En supposant A:<K, les facteurs des produits u*" u = u''^\ 
w*(i, o) = a* n'ont ainsi aucun element negatif; d'aulre pari, les pre- 
miers facteurs sont egaux, et, dans les derniers, le premier element 
de (i, o) surpasse celui deu, tandis que le second element de (i, o) est 
inferieur a celui de u. Le premier element de «* est done superieur a 
celui de u^^^ (vi) ou, ce qui revient au meme, les premiers elements 
des termes de la suite (3) decroissent sans cesse. 

Soient enfin h<Ck des exposants tous deux inferieurs a K. On 
a (m) 

puis de meme 

et aucun des elements de m^"*"*, u'"^^ (i — u\u") n'est evidommenl ne- 
gatif. Ces deux produits ayant meme dernier facteur pendant que, 
comme on vient de le voir, les elements de a^""* sont, le premier su- 
perieur, le second par suite inferieur aux elements correspondants de 
w*^*, le premier element du premier produit, c'est-a-dire de m^^* — u^, 
est algebriquemenl superieur a celui de u*"^^ — a^(vi). En d'autres 
termes, I'exces du premier element de a^^' sur celui de u^ surpasse al- 
gebriquement I'exces correspondant pour w*"*"* el m*. Ces deux exces 
etant negatifs, le second est numeriquement le plus grand et, dans la 
suite (3), la valeur absolue de la difference des premiers elements de 
deux termes consecutifs va sans cesse en augmentant; elle est done 
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toujours au moiDS egale a ce qu'elle est pour les deux premiers, e*est- 
a-dire a i — a'. 

nil. Si V = {v\ ^") est une autre quantitd de module i et a elements 
positi/sj le premier supdrieur a u\ le second par suite inferieur a u \ les 
elements d'un terme quelconque de la progression gdometrique 

(4) r«r=i, r, I'S ,.,,v^ 

sontpositifs apartir de ceux de v et, respectivement aussi, le premier supe- 
rieur, le second par suite inferieur aux elements de noms semblables du 
terme de mime rang dans la progression ( 3 ) . 

Le point en question etant vrai par hypothese pour (^compare a u^ 
supposons-le etabli inclusivement jusqu'a V, U termes correspondants 
dans les suites (4)9 (3). Les termes suivants sont \v, \}u, et, dans le pas* 
sage du dernier de ces produits a i'autre, le premier element de chaque 
facteur croit, tandis que le second decroit; done (vi) le premier ele- 
ment de W est superieur algebriquement k celui de Uw, partant po- 
silif comme ce dernier. Ce premier element de yv est done aussi nu- 
meriquement superieur a celui de Ui/. Quant au second element de Vi^, 
il est forcement positif, puisque les elements de ses facteurs le sont 
tons eux-memes (vi). 

7. Soit a^=^{a'y a") une quant ite imaginaire de module i, dont le se- 
cond element est positif et le premier non negatif, l' equation 

(5) .v'"=a 

possede quelque racine de module i , a dldments positif s . 

En appelant u ^[u\ u") une quantite de module i a elements posi- 
tifs, formons la progression geometrique indefinie 

dont tons les termes ont i aussi pour module commun. 

Si les premiers elements de ces puissances restent non negatifs jus- 
qu*a celui de u^ inclusivement, ils decroissent a partir de i par degres 
au moins cgaux a i -- a' (6, vn) et leur diminution totale est ^ i. li 
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faut clone que G(i — u') soit^i, c'est-a-dire que G ne surpasse pas le 

plus grand enlierE contenu dans — ^,- De la resuUe I'existence d'un 

certain entier K„ < E tel que les premiers, et par suite les seconds ele- 
ments de 



Ku+1 



ne sonl jamais negatifs, maistel aussi que le premier element de u^" 
Testcertainement (6, vii). 

Le premier element a' de a, n'etanl ni <o ni > i , tombe necessaire- 
ment entre ceux de deux termes consecutifs de 



qui decroissent sans cesse, de i a quelque quantile negative ; ce sera, par 
exemple, entre ceux de u*«, w*-"^* oil ^w5K„, et Texces de a' sur le pre- 
mier clement de a*" est numeriquement inferieur au meme exoes 
pour w*«^\ par suite et a plus forte raison a mod(w — i) (6, vn). 

A present, faisons lendre u* vers i; u, dont le second element n'est 
pas de signe contraire a celui de i = (i,o), tend aussi vers i, 
mod(M— i), vers zero, et aussi, a plus forte raison, la difference entre 
les premiers elements de a et m*-; a*" lend done vers a, puisque les se- 
conds elements de ces quantites sont tous deux posilifs (6, v). 

Si x„, ptt designent le quotient et le reste de la division de k^ par m, 
on a 



U»*'/.u — 






etlimMP''= I, parce q^ie Ten tier p„ ne pent surpasserle nombre fixem; 
tt^'^a done aussi a pour limite(2). 

Appelons a,, a^, . . ., a^, ... les valeurs successives que prend w*^« 
quand u', avec m, lend vers i . Quel que soit n, les termes de la progres- 
sion geometrique 

ont, comme ceux des progressions analogues a (6) dontils fontpartie, 
leurs modules egaux a i , leurs elements positifs a partir de ceux de a,,, 

j^/tn. del'tic. Normale. 3* Serie. Tome \\. — Octodrb i885. 44 
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les premiers decroissant, les seconds croissaDt, et, pour n iDfiDi, on a, 
comme nous venons de le voir, 

limaj*=:«. 

Soil maintenant olqZ={^%^, cil\) une quantite invariable de module i 
el a elements posilifs dont le premier satisfait a Tinegalite 



«o > ' — ) ; 



d'oii mod(a^— iX a cause de mod(ao— i) = ^2(1 — a'^^). 

Comme les premiers elements des termes de la progression 

(8) aj = I, «(,, aj, . . ., aj* 

decroissent a partir de \ par degres egaux numeriquement a 

mod(ao— i) au plus el, par suite, inferieursa -^ — > ils seront tons al- 

gebriquement superieurs a a\ partant positifs; de plus leurs seconds 
elements seront egalement positifs et par suite croissants (6, vn). 

Le premier element do a„ finit par rester inferieur a celui de a©, car 
autrement (6, vni) celui de a,7 ne finirait pas non plus par tomber 
au-dessous de celui de a^"; il ne tendrait pas versa' qui est inferieur au 
premier element de a^ et, contrairemenl a ce qui a lieu, a^' n'aurait 
pas a pour limite. On en conclut que les elements des quantites (7) 
tinissent tons par rester les premiers inferieurs, les seconds superieurs 
aux elements de noms semblables dans les termes de memes rangs de 
la suite (8). 

Finalement, des relations 

^y^ £/n £;,+p tendent vers zero quand n augmente indefiniment, on tire 

Chaque terme du denominaleur qui est de la forme aj^^^ a^, ou 
r -h 5 = m — I , est le produit de deux facteurs dont les elements son! 
positifs et finissent par rester, les premiers inferieurs, les seconds su- 



» 
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perieurs aux elements semblables et aiissi positifs du produit 
a^a^z= aj*"\ II en resulte(6, vi) que les elements de ce terme finissent 
egalement par etre constamment le premier inferieur, le second supe- 
rieur aux elements semblables de a^""*. En appelant done A" le second 
element de a^"\ celui du denominateur et, a fortiori, son module tini- 
ront par rester superieurs a m A". 

A partir de ce moment, la relation (9) donne 

moa(<Xn^p^ CX-nX — o » 

//I A 

d'oii 

(juand n augmente indefiniment, quelque relation que Ton puisse eta- 
blir entre/? et cet indice. On en conclut (3) que a^, tend vers une cer- 
taine limileade module 1 commea^,, et qui est racine de requation(5) 
a cause de a"'= lima^ = a (2). 

8. L'equation (5) possede d'autres racines, comme nous le verrons 
plus loin, mais celle-ci s'en distingue par des particularites qu'il faut 
noler. 

Les termes de la progression geometrique 

(10) ao=: I, «, a'. . . ., a"»=i: «, 

limites des termes correspondants de la suite ( 7 ), ont comme eux des ele- 
ments non negatifs et a', premier element de a, est au plus egal a a'„, 
comme limite de celui de a„ qui finit, ainsi que nous Tavons reconnu, 
par rester inferieur a cette quantite. Les degr6s de decroissance des 
premiers elements des quantites (10) sont au moins egaux numerique- 
ment a i — a' (6, vii) et par suite a i — a ^^ qui n'est certainement pas 
superieur a i — a'. II en resulle que, dans la suite (10), les premiers 
elements decroissent bien reellement de i a a\ les seconds croissant 
de o a a" et tous restant positifs, en parliculier ceux de a. 

On remarquera, en outre, que Tequation (5) n'a aucune racine de 
module i et a elements positifs dont le premier surpasse a'. Effective- 
ment, en appelant ^ une racine de cette espece, les termes de la progres- 
sion 
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auraient tous des elements non negatifs et les premiers (a partir de ^) 
superieurs a ceux des termcs correspondants de la suite (lo) (6, viii). 
Le premier element de ^"^ serait done superieur, partant non egal a 
celui de «*"= a. 

Racines de r^quation j?"*=: i. 
9. En appelant i = ( i', i") /a racine speciale de I' Equation 

dont nous avons implicitement constate V existence aux ri^^ 7, 8, les [\m 
quantites de module i 



(0 
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50/1/ distinctes et constituent I' ensemble des racines de I' equation 

(2) 07^'"= I. 

Dans la premiere ligne du tableau (i) les elements ne sont jamais 
negatifs et vont les premiers en decroissant de i' a o, premier element 
de 1"' = / = (o, i), les seconds en croissant de i" a i, second element 
de i (8). Deux termes quelconques de cette ligne ne peuvent done 
etre egaux. 

En posant generalemenl i^ = [t^, Q, on a 

Ces formules evidenles, combinees avec ce que nous savons sur la 
premiere ligne de notre tableau, montrent que les elements vont : dans 
la seconde ligne, le premier en decroissant de — t'' a — j, le second 
en decroissant aussi de i' a o; 

Dans la troisieme, le premier en croissant de — t'k o, le second en 
decroissant de — c" a — r ; 

Dans la quatrieme, le premier en croissant de c" a i, le second 
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en croissant de — t' a o. II resulte evidemment decette discussion que 
dans les trois dernieres lignes du tableau (i) les termes different aussi 
les uns des autres etde ceux de la premiere. 
A cause de 

on a (6, hi) 

^knt-qy '4//1-7/ — \^tj* ^q)f 1. '/«4-y> ^m+q) — \ ^m-q) ^m-q)' 

Si done on ecrit les quanliles(i) sur un cercle en conservant leur 
ordre de succession, deux d'entre elles sont conjuguees quand elles 
sont equidistantes de i (et de — i); au lieu de cela, leurs elements 
sont les seconds ogaux, les premiers egaux, mais de signes contraires, 
quand elles sont equidistantes de i (et de — i). 

Toutes ces quantiles satisfont evidemment a Tequation (2) a cause de 

11 nous resle ainsi a constater qu'aucune autre 5= (6', 0") ne pent 
jouir de la meme propriete. 

Si d'abord le module de 5 est ^ i, on a aussi 

mod ^^"* ; I , (rod ^^'" non — i . 

Si, en second lieu, a i pour module avcc des elements tons deux 
positifs le premier > i', les elements des termes de la suite 

sont positifs et, respectivement, les premiers superieurs, les seconds 
inferieurs a ceux des termes correspondant, de la premiere ligne de notre 
tableau (6, vni). En particulier, S"* a des elements positifs et ne pent 
ainsi se reduire a aucune des quantitcs i, — i , — 1, 1 ; regalite 

est done impossible. 

Si, en troisicme lieu, Q a pour module 1 avec des elements positifs 
tombant le premier entre ceux de «*, c*^* racines consecutives de la 
premiere ligne du tableau (i), le second par suite aussi entre ceux des 
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memes racinesi considerons les rapports 

qui, tous deux aussi, ont i pour module. Leurs elements sont tous po- 
sitifs; effectivement, n etant aussi egal a {0\ 6") (tj^, — i\) (6, m), on a 

quantites positives parceque i\, t]^, 6\ 6" le sont et salisfont aux ine- 
galites 0' < ej^, 5"> t"^; de meme pour ^. On a, d*autre part, 

et, par suite, 

puisque ti', ^' sont Tun et I'autre < i. On ne peul done avoir 

car autrement on aurait aussi 

et Tequation (2) admettrait une racine y; ayant i pour module avee 
deux elements positifs, le premier > t\ ce qui ne pent etre comme 
nous venons de le voir. 

Si enfin est une quantite de module i ayant des elements Tun ne- 
gatif, Tautre positifou negatif, on pent evidemment poser 

0=0^1 OU =0oX(— l) OU ^oX(— 0» 

do designant quelque quantite de module i a elements positifs, et 0^ 
ne peut figurer dans la premiere lignc du tableau (i), sans quoi G coin- 
riderait avee Tune des racines des trois dernieres lignes. On a ainsi 

0J"* non = I , d*oii aussi 0*'" non = i , 
a cause de T^galite evidente 

10. Enposanl C = i^^ les racines de r equation 
(3) x'» = i 
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11. Les racines i, 'j, 'j^, ... et u * = e^w-a ^i ^ ^^^ impair, ou 



HI 



'J* = i'^*" = — I 5^ m c^/ pair^ ont leurs seconds elements positifs ou du 
moins non negatifs, et leurs premiers elements vont sans cesse en decrois- 



///-+-! 



sant, Les racines i , 'j'""* , u'""^, .. e/ u ^ , si m est impair ou u**" = — i , 
sont respectivement conjuguees aux precedentes. 

Tout ceci resulte de Telucle que nous avons faite du tableau (i). 

III. Cette racine u, dont les m premieres puissances donnenl ainsi 
i'ensennble de toutes les racines et donlaucune puissance d'exposant 
< m n'est egale a i, est ce que Ton nomine une v^cine primitii^e de Te- 
qualion (3). II y a d'autres racines primitives, niais celle-ci se distingue 
d'elles et de toutes les racines par cette particularile que de toutes les 
racines a seconds elements positi/s, elle est celle dont le premier element 
est le plus grand, ou bien encore dont la difference a I unite a le plus 
petit module, 

Effcctivement,si 0= [0\ 0")est une quantite de module i , le carre 
de mod {9 — i) se reduit a 2 (i — 5') et decroit ainsi toujours quand 6' 
augmente. 

IV. La racine u"*~* = u"* conjuguee de 'j est egalement primitive, car 
ses puissances fournissentaussi,quoique dans Tordre circulaire inverse, 
toutes les racines de notre equation. 

Son premier element est egal a celui de u et par suite le module de 
son exces sur I'unile est egal a mod (j — 1). Elle ne differe de u que 
par le signe du second element, qui pour elle est negatif. 

V. Les racines (4) ayant i pour module commun^e notent graphic 
quement par des points situes tous sur la circonference qui a I'ofigine 
pour centre et l'. unite pour rayon. 

La distance de deux points correspondant a des racines contigues est 
constante et egale a 

mod (u— i)= mod (u-* — i). 

On a effectivement 

mod(*j^'^*— J*) = modj^". mod('j — i) = mod(u — 1). 
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a I — i' (6, vii). On a done 

I— 1'<— ) d'ou Jim c'=:i = Urn t = lim t* = llnij, 
m 

parce que t conserve i pour module (6, v). 

13. Chaque racine principale de Vequation (3) est la q^*"^"" puissance 
de la racine de m6me nom de Inequation 

En appelant, parexemple, 9 la racine principale directe de cetleder- 
niere equation et en raisonnant comme nous I'avons fait pour les 
equations (2) et (3), on apergoit facilement queles racines de Tequa- 
tion (3) sont celles des puissances 

r» if • • •> i 

dont les exposants sont multiples de q et que, parmi les puissances de 
cette espece dont les seconds elements sont positifs, 9^ est celle dont 
le premier element est le plus grand. 



Racines d*une Equation bindme quelconque. 

14. Quelle que soil A = (A', A") l* equation bin Ante 

( 1 ) X'" — A 

possede au moins une racine, 

Cette proposition a deja ete etablie dans le cas oil A est une quantite 
reelle > o (4) et dans celui oil, etant imaginaire, ellea 1 pour module 
avec des elements non negatifs (7). II nous reste done a examiner seu- 
lement les cas suivants: 

(''Si A se reduit a — 1 = e* ou a — e = t*, le earre i* ou le cube i* 
de la racine t de Tequation (2) du n^ 9, ou meme de toute autre racine 
de cette equation, satisfera evidemment a celle dont il s'agit. 

2'' En supposant toujours modA = i, trois cas peuvent encore se 
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Ces racincs se notcnldonc graphiqucrneiit par des points lous situes 
sur la circonference qui a Torigine pour centre el r pour rayon. 

La distance de deux points qui correspondent a deux racines conti- 
gues de la suite (2) ecrite circulaireinent est constante et egale a 

r mod ('J — i) a cause de 

En les joignant done deux a deux dans Tordre oii.les racines sont 
ecrites, on obtient un polygone equilateral, partant regulier, puisqu'il 
est inscrit dans une circonference. 



* 
^ 
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DES SERIES HYPERGEOMETRIQVES DE BEVX VARIABLES, 

Par M. Emile PICARD, 

CHARGE DE COURS A LA FACULTE DES SCIENCES. 



On salt que Ics integrales 






ou g ei h desigoent deux des quautites o^ i, a? et oo , satisfont a une 
equation lineaire da second ordre E; c'est, aux notations pres, Tequa- 
tion qui donne la serie hypergeometrique. Dans son celebre Memoire 
sur I'integration algebrique de cetle equation {Journal de Crelle, 
t. 75), M. Schwarz signale incidemment un cas particulier remarquable : 
c'est celui oil les trois expressions 

X -h 6j — I, X-i-^j — I, 6i-h6j — I 

seraient toules trois egales respectiveinent a Tinverse d'un nonobre 
entier positif; dans ce cas, si I'on designe parco, eto)^ deux integrales 
de Tequation E, la relation 

" — r9 

~^^ /*» 

6), 

donnera pour x une fonction uniforme de z. Ces fonctions, definics 
seulement a Tinterieur d'un cercle, renlrent dans la classe de ces fonc- 
tions uniformes d'une variable, que M. Poincare a designees sous le 
nom de fonctions fuchsiennes. 
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Envisageons maintenant les inlegrales hypergeometriques de deux 
variables 

.A 

w'',- » ( u — i)^ -» ( // — .r)l*-» ( u — yy - > du, 
g 



£ 



oil ^ et A designent deux des quantites o, i, a*, ^ el x) . 

Ces fonctions de ^ et j satisfont a un systeme S de trois equations 
lineaires aux derivees parlielles, ayant irois solutions communes lineai- 
rement independantes; c'esl ce qu'on pent voir dans mon travail sur 
une extension aiix fonctions de deux variables du probleme de Ric- 
niann, relatifaux series hypergeometriques { Annates de TEcole Nor- 
male, 1881), et, en se plaQant a un autre point de vue, M. Appell a 
aussi rencontre ce systeme S d'equations aux derivees partielles dans 
son Memoire sur les fonctions hypergeometriques de deux variables 
{Journal de Mathematiques, 1 88 1 ). 

Designons par <i><, w^, wj trois solutions lineairement independantes 
du systeme S et formons les equations 

Je me suis propose de rechercher les cas analogues a ceux de 

M. Schwarz, oil ces deux equations donnent pour x ety des fonctions 

uniformes ile set/. Ces cassonl ceux oil, considerant deux quelconques 

des quantites 

>., [Xy 6, et hi 

soit, par exemple, >. et 6,, la difference 

>. -f- ^, - I 

est egale a Tinverse d'un nombre entier positif; de plus, si Ton prend 
trois quelconques des memes quantites, soit, par exemple, >., a et 6,, 
la difference 

sera egale encore a Tinverse d'un nombre entier positif. 

Les fonctions uniformes a? et j de s et de /, donnees alors par les 
equa4ions 

— ^f — — ^> 
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ne sont pas definies pour toute valeur de z et de t. On peut choisirio,, 
CO2 el <i>3, de telle sorle que le domaine dans lequel elles sont deiermi- 
nees soil rinterieur de rhyperspliere 

en posanl • 

■J — z — f- iz ^ t — t — f- it • 

Ces fonclions renlrent dans la classe de ces fonctions de deux varia- 
bles, que j'ai appelees hyperfuchsienneSy et dont je me suis occupe dans 
differenis Memoires. 

Dans la premiere Parlie de ce travail, je reprends I'etude des fonctions 
fuchsicnnes qui proviennent de la serie hypergeometrique d'une va- 
riable, en suivant une marche qui s'etendra facilement au cas des series 
bypergeomelriques de deux variables; c'est ce qui est developpe dans 
la seconde Partie. 

PREiMIERE PARTIE. 

1. Avant de nous occuper du cas de deux variables, nous allons 
nous arreler sur les fonctions fuchsiennes qui naissent des series hyper- 
geometriques d*une variable. Gonsiderons done les expressions 



(0 



f i^^-»(M — I)^-»(l/-.JC)>^-»C^W, 



oil g et A designent deux des quanlites o, i , a; et 00 . Elles salisfont a 
une equation lineaire du second ordre, qui est bien connue; soient a)( 
et (Oj deux integrates lineairement independantes de cette equation, et 

considerons le rapport — que nous designerons par 2. Tra^ons, dans 



Ml 

Fig, I. 



30 




leplan de la variables? [fig. 1), deux coupures, dojit Tune va du point o 
au point i, Taufre du point 1 a Tinfini. Si Ton assujetlit <r a ne pas 
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franchir ces coupures, le rapport z ne peut pas prendre la menie valeur 
en deux points a: et x' ou, en d'auires ternies, au plan de la variable or, 
avec les coupures qui y sont tracees, correspondra d'une maniere uni- 
formed au moyen de la relation 



— — ^, 

0), 



une certaine portion du plan siir lequel est representee la quantite 
complexe z. 

Je vais donner de ce fait une demonstration qui pourra s'etendrr 
immediatement aux fonctions hypergeometriques de deux variables. 
Nous ne considerons d'ailleuri^ que le cas oil \y b^ et b., sont reels; de 
plus, nous supposons 

6, > o, ^j > o, X > o, ^1 4- ^2 -^ ) < 2 ; 

ce sont les conditions pour que toutes les integrales (i) aient un sens. 
Aux deux coupures deja tracees (o, i), (i,3o), ajoutons la coupure 

Fig. -2. 



>o 




{x, o) ne rencontrant pas les precedentes, et supposons-les tracees sur 
le plan d'une variable u {fig. a); envisageons I'integrale 

en posant 

dvz=z u^i-^{u — iy'i"*(w — x)^-^du, 

oil nous supposerons que le cliemin d'integration ne traverse aucune 
des coupures. 

Nous devons chercher quelles relations il y a entre les valeurs 
de U en des points correspondants situes de part et d*aulre d'une 
meme coupure; soient d'abord m etm'deux points sur (i, x> ): on aura, 
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en designant par U' la valeur de U en rn! , 






dv 

oil 



V^ 



en posant 

f di— dv 

■II 1 ■! ■ I ■ ■ I. B 

C dv^ C dv 

On aura de la meme maniere, en considerant la seconde coupure (o, i), 

U'— Ue^^-^^)*^'-f- e<^-^^)«^'(e»'«^-~ i) / dv -\-(\^ ^t7c/a-hA,-h*,)) / dv 

el, par suile, 
Considerons enfin la troisieme coupure (o, x). 



"a "^ '/« 



el, par consequent, 

,0 „1 



f dv— I dv 






<fr 



OU 

en posant 



/' t/t'— r dv 
f dv— C dv 



I/O M« 
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On remarquera que le numerateur et le denominateur sonl deux 
integralesde Tequation differenlielle hypergeomelrique. 

Ceci pose, nous allons employer un nriode de raisonnement analogue 
a celui donl a fait usage M. Poincare dans les considerations qu'il a 
presentees sur les fonctions inverses, auxquelles on est conduit quand 
on regarde les coefficienls d'une equation lineairecomme fonctions de 
ses invariants fondamentaux {Sur les groupes des equations lineaires^ 
Actamaihematica, t. IV, p. 216). 

Reprenons la fonclion de u 



V- 



('"'- r 

•-' Ha • «« 



r/r 



■ ffmiiz/'. I ___ Aiiizt* 



On a trace, dans le plan des u, comme il a ete dit, les coupures 
(x> , i), (i, o), (o, x)\ quand u parcourra son plan, sans franchir ces 
coupures, V parcourra une certaine region R. Celte region sera ana- 
logue aux polygones generateurs des groupes fuchsiens, mais elle 
pourra se recouvrir partiellementelle-meme. Elle aura six cotes et ses 
sommetssont faciles a obtenir; ce sont, d*une part : 

(lo) o, I, 1-+-;;, — r w-h 

et, d'autre part, 

(2°) o, <7,, a^ a^y 

^3 etant egal au dernier terme de la ligne precedenle, tandis que a, 
est le transforme de i par la substitution (1), et a^ le transforme de 
I + z par la substitution ( 2). On voit que ces sommelsetles substitu- 
tions (i), (2) et (3) ne dependent que du rapport z La region R n'est 
pas entiereinent determinee quand on se donne z\ on pent en eflel 
faire varier la forme des cotes (i) et il y a alors des variations corres- 
pondantes pour les cotes conjugues (2). Ceci pose, il n'y a plus rien a 
('banger au raisonnement fait piir M. Poincare (p. 220 et 221 du 
Memoire cite); nous allons le reproduire succinctemenl. 

On pent toujours tracer les coupures, de maniere que les cotes (i) 
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alent telle forme que Ton veul, et par suile, s'il cxiste deux fonc- 
lions V, correspondanl a deiix valeurs differenles x^ et x.^ dex, et pour 
lesquelles le rapport de z, evalue comme nous Tavons indique, aurait 
la meme valeur, on pent toujours supposer que la region R est la 
ineme dans Tun el l*aulre cas. 

Soient done V^ et Vj les deux valeurs de V correspondant a a?, et 
a x^ ; on montre de suite que ces deux fonctions de m, qui correspon- 
dent a la meme region R, doivent etre liees par une relation de la forme 

AV, V, -+- BY, + C V, -h D = o, 

el, comme ellesont la meme valeur pour a = o, w = i , a = qo , on en 
conclut que 

par suite on aura necessaircmenl x^ = x^, comme nous voulions Tela- 
blir. 

2. Nous voulons maintenant considerer le cas, signale par 
M. Schwarz, oil Tinversion du quotient de deux integrates de Tequa- 
lion diiferentielle hypergeometrique conduit a unefonclion uniforme. 
Reprenons done Tequation du second ordre 

I -h(X — l)(6i-f-^iH->. — 2)7 = 0, 

a laquelle satisfont les integrates 

J. 

» 

On sail que, dans le voisinage de or = o, on pent trouver deux inte- 
grates de Tequation E, dont le rapport dans le voisinage de Torigine 
pent se mettre sous la forme 

^[x) elant holomorphe et different de zero pour x = o. 
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De meme, pour j;= i, on aura 

et enfin, pour a? = oo , 

a7'^^^-* R (jc'), en posam x =: — 7. 

Pour que I'inversion se fasse d'une maniere uuiforme, il faudra que 
les trois nombres 

>-t-6, — I, X-hftj— I, ft, -h 6,-1 

soient les inverses de nombres entiers. Soient done 

m n p 

m^ 71, /^etant trois entiers que nous supposons posiii/s. Nous aurons 
done 

X= - ( i-h ~ -+- - — - ), 

'.>. \ m n p ) 

. I / III 

b^—-[\-\ 1 

2 \ m p n 

6,7=1(1 L-l-i-l-l). 

2 \ m p n ) 

Nous voulons d'ailleurs, d'apres ce qui a ele dit au n° 1, que 

^i>o, ftf>o, >.>o, ft, 4- 6i-+->.> i; 

les trois premieres conditions sont remplies, quels que soient les en- 
tiers positifs m, 71, p^ et, quant a la derni^re, clle revient a 

I I I 

1 h - <I, 

m n p 

que nous supposeronssatisfaite. 

Quand X, 64, b.^ onl les valours ecrites ci-dessus, Tinversion du quo- 
tient de deux integrales conduit a une fonction uniforme; c'est ce que 
nous allons maintenant etablir. Reportons-nous a cet effet aux substi- 
tutions fondamentales du groupe, telles que je les ai donnees recem- 
meni [Bulletin des Sciences mathSmatiques, aout i885). En designant 
par CO, et co, deux solutions convenables de Tequation (E), les deux 
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substitutions fondameiUales du groupe peuvent s'ecrire 



Si nous posons — = s, nous aurons pour z les substitutions 



r ^-j(A.-h>o^^ -1 

(cTj) [ J, e-*(*.-+->')''^-s -+- (i — e-'^^O]- 

Nous allons montrer que I'on pent trouver un cercle qui est trans- 
forme en lui-meme par les substitutions ((7,) et((72). On pent mellre 
('equation d'un cercle sous la forme 

(C) A5Co4- B^ -h Bo^oH- C = o, 

oil A et C sont reels, B et Bo etant imaginaires conjuguees ainsi que 
z et z^. 

En ecrivant que ce cercle est transforme en lui-meme par la substi- 
tution (<T^), on obtient les deux equations 

et Ton voitque la premiere est une consequence de la seconde. 
Pareillement, la substitution (dj) conduit aux deux equations 

B(i— e-»MO -hBo(i — e-^*^"0 -*-A(i — c-*MO(' — <?*M') =o, 

qui se reduisent aussi a la seconde* 

On a done sculement les deua: equations de condition 

J B(e2<^-^>>'^'— I) := A(i — e*M'), 
I B(e*(*.-^^)'^'— I) =: C (I — e*^'^0• 

II faut qu'on puisse satisfaire a ces equations eii prenant A et C reels. 
On voitde suite qu'il en est ainsi, car on pent remplacer la seconde 
equation par la suivante 

(g«^^^•-.I)(e»«(^-^-^)^— i) 
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et Ton s'assure sans peine que le coefficienl de G esl reel^ en remar- 
quant qu^il ne change pas quand on change i en — i. 

On aura par suite le cercle ainsi complelemenl determine; nous 
devons chercher si ce cercle est reel. II faut pour cela que 

HBo— \C>o; 
en faisant le calcul, on ramene immediatement cette conditions Tine- 



fi'alite 



(e«i^X/„ ,)(giic6/_ ^_i7r(A,H.)oi)(, _ e''f^«)(I _ ff-»it6/) ^ Q 



Le premier membre esl une fonction reeile de X, soil 9(X), qui se 
discute facilement; laissons 6, et b.^ fixes, et laisons varier>. entre 

O Ct 2 — 6, — 6j, 

cette dernierelimiteelant inferieurea I'unite, puisque6, -\- b^= \ + -• 

La fonction (f[\) s'annulc pour >. = o et pour X = 2 — 6, — 6^^, el 
elle ne s'annule pas dans Tintervalle. II noussuffira, parsuite, d'avoir 
son signe pour une valeur intermediaire. Or on a 

nous pouvons done substituer \=i —b^ et Ton voit que pour cette 
valeur Tinegalite (2) est verifiee. 

Ilexiste done un cercle reel C, que les substitutions (ci) et {n^) trans- 
forment en lui-mSme, et ce cercle est donne par les relations (1). 

li. Reprenons maintenant Tintegrale 



X. 



// 



u^-^{u — i)^->(m — .r)>-' (tiiy 



ou X, 6« et b^ ont les vaieurs indiquees. Cette integrale sera une inte- 
grale abelienne correspondant a la relation algebrique enlre ^^ ei u 

Elle sera d'ailleurs de premiere espece, puisqu'elle reste finie pour 
toute valeur de u. Les periodes de cette integrale peuvent s*exprimer 
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lineaire faite sur z permet toujours de passer de I'exlerieurd'un cercle 
a rinterieur. 

4. Ceci pose, nous pouvons aborder Tinversion de la relalion 

&>i 

0), 

et montrer que cette equation donne pour x une fonclion uniforme 
de z. TraQons dans le plan dcs x les deux coupures (o,i) el (i,oo ). II a 
ele monlre (n° 1) que, quand x decrit son plan sans traverser les cou- 
pures, le rapport z decrit dans son plan un polygone correspondanl, 
et ce polygone ne se recouvre pas lui-m^me. Ce polygone P a quatre 
coles, el, en disposant convenablement des coupures (o, i) et (i , oc ). 
on peut evidemment supposer que ce polygone est convexe. Soient a, 
[i, j3' et Y les sommels de ce quadrilatere; les cotes a^ et a^'sont con- 
jugues, ainsi que les deux coles ^y et p y; ces couples de cotes corres- 
pondent aux deux bords de Tune et Taulre coupure. On peut prendre 
pour les deux substitutions fondamenlales la substitution qui trans- 
lormc a^' en a^ et celle qui transforme yp' en yP; designons ces deux 
substitutions par 2| et l^* ^^ substitution 2| equivaut a une rotation 
de X autour du point zero; le multiplicateur de cette substitution est 

done egal a e^'^''^^^'~^\ c'est-a-dire a e '" . Done, si nous effectuons m fois 
de suile la substitution 2, le polygone Pse transformera en P,, Pa, ..., 
P;„-, et le polygone P„,_, se confondra avec le polygone P; d*ailleurs 
ces polygones n*auront que des cotes coniinuns, mais ils n'auront pas 
da<>e commune; il en sera de meme pour la substitution ^s, doot le 



ItZi 



multiplicateur est egal a e'^ "''•"''*"*"*' ou c '' ^ et qui donnera les poly- 
gones Q^, Qa, .... Q^,. 

Nous venons d'etudier la disposition des polygones autour des 
points a et y; examinons maintenant les sommets ^ et ^\ La substitu- 
tion 22»qui transforme 7^' en yfi, transforme P enQ,; puis, en effectuant 
sur Q< la sub.^titution 1~^ qui transforme ap en a^', nous transformons 
le polygone Q, en un nouveau polygone P',, et la substitution resul- 
tant de ces deux substitutions, qui equivaut manifestement a une rota- 
tion de X autour du point i, laisse le sommet ^ invariable et son mul- 



/ 
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liplicaleur est e'^^*«-»'*'^' ou e " . On aura done ainsi autour du sommet [i 
un ensemble de n couples de polygenes, tels que P el Q,, et ces poly- 
genes n'empieteront pas les uns sur les aulrcs. II en sera de meme au- 
lour du sommet ^', Le cercle C est done eouvert ainsi par un reseau de 
polygenes : on le voit en employant le raisonnement de M. Poineare. 
et il en resulte alors immediatement que Tequation 

donne pour x unc fonction uniforme de::, definie seulementa Tinle- 
rieur du cercle C. 

SECONDE PARTIE. 

1. Nous aliens maintenant nous oceuper des fonetions hyperfuch- 
siennes auxquelles on est conduit par la consideration de certaines 
fonetions hypergeomelriques de deux variables. On sait que Tinte- 

grale 

h 



r 

oil g et A designent deux des quantites o, i, .r, j e( oo salisfait a un 
systeme S de Irois equations lineaires aux dcrivees partielles, ayant 
trois solutions communes lineairement independantes [voir mon J/e- 
moire sur les series hypergeometriques de deux variables [A nnales de I 'Ecole 
Normale, 1881)]. Nous nous bornons d'ailleurs a considerer le cas ou 
1, i,, ij el 63 sont reels et salisfaisant aux conditions 

^i>o, ^2>o, fx>o, X>o, />i -h />i-f->. 4- fJt < 3; 

ce sont les conditions pour que toutes les integrales prccedentes aient 
un sens. 
Envisageons Tintegrale 

U = r M*.-* ( u — i)^-» ( u — a7){*-' ( u —y)'^-' du 

et tragons dans le plan de la variable u [fig. 3) les coupures (oc ,1), 
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(r, o), puis (o, x) et {00, jr) et nous supposerons que le chemin d'inle- 
gralion ne traverse aucune coupure. 

Fig. 3. 



3o 




Nous alloDS d'abord chercher quelles relations ii y a entre les vaieurs 
de U en des points correspondants situes de part et d*autre d'une meme 
coupure; c'est une etude toute semblablc a celle que nous axons faile 
au n^ 1 . Soient d'abord m et m' deux points sur la coupure (30 , 1 ); on 
aura, en designant par U' la valeur de U en m\ 

en ecrivanl, pour abreger, 



et 



(0 



dv = a^-^ ( M — I )^-' ( u — a:)\^-^ ( u — j)^-« 



y '— - Yg(>.+ft,-»-A,-^-|jL) siri 



en posant 



■1/0 ^llo 



dv 



dv 



On aura de la meme maniere, en considerant la seconde coupure ( 1 ,0) 
et Ton aura pour V la substitution 



(^) 



V' = e^^"*'l*^*«^*'^' V-h e'^'^^"*'l*"*'^iUe*'^'^> l). 



Considerons ensuite la coupure (o, x)\ elle conduit a la substitution 
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oil 



f dv- j ds- 
11^ *^ 11^ 



Mo •- Mo 



ces resultats sont entiercment semblables a ceux du n"" 1 du Chap. I. 
II nous reste a calculer la substitution correspondant a la coupure [x,y). 
On aura 





d^^ 






et il en resultera pour V une substitution (4). que je n'ecris pas pour 
abreger, maisdontles coefficients seront manifestement des polynomes 
du premier degre en z et en /, en posant 



t = 






dv 

lit ^ llo 

C dv— f dv 

*^ii» ^llo 

On remarque que, dans z et /, le denominateur commun et les deux 
numeraleurs sont trois integrales lineairement independantes du sys- 
teme S d'equations lineaires, dont j'ai parle au debut. 

11 imporle de ne pas oublier commenl sont evaluees les integrales 




^y 



deiinies qui figurerit dans z et dans /; on pent dire qu'elles sont eva- 
luees le long de chemins se succidant autour du point w, {/ig> 4) dans 
Vordre 

UqX, UqY, UqO. Mo I, MqOC. 
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'1. Nous pouvons maintenant etablir uuc proposition analogue a 
celle que nous avons demonlree, au debut de la premiere Partie. II 
n'est pas possible, les integrales etant evaluees comme il vient d'etre 
indique, que Ton ait, pour deux syslemes diflerenls de valeurs de a- 
el y, les memes valeurs pour z et pour t. Ce ibeoreme se demonlrera 
absolument comme celui qui est rclatif au cas d'une variable, en mon- 
tranl que la fonciion dew 



V=z 



"0 ^ "a 






lie 



doil avoir la meme valeur dans les deux cas, d'oii Ton conclut I'iden- 
lite des valeurs de x et j. 

3. Nous voulons maintenant etudier les cas oil Tinversion des quo- 
lienls de trois inlegrales lineairement independantes du sysleme S 
conduit a des fonctions uniformes de deux variables independantes; 
ces cas seront les analogues de ceux de M. Schwarz, que nous avons 
eludies dans la premiere Parlie. En se reporlant au Memoire dcja cite 
{Annates de Vtlcole Normale, 1881), on voit que, dans le voisinage de 
v = o, y = v. [v. etant une valeur quelconque diffcrente de o, i , oc), 
le systeme admet trois inlegrales de la forme 

Pi , Pa et P3 etant holomorpbes dans le voisinage de a; = o, j = x. Pa- 
reillemenl, dans le voisinage de a? = i, ^^ a, nous aurons trois inle- 
grales 

Dans le voisinage de x =y = u, ol elant toujours different de o, i , 
X5, on a trois inlegrales de la forme 

A,(a.-,v), A,(a7,7), {x - yf^^V--^ K,{jr,y). 

Pareillement, pour or = — ^ = oc, on aura 
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II suitde la tout d'abord qu'il est necessaire, pour Tinversion uni- 
forme des quotients de deux de ces integrales a la troisieme, que 

|JL -f- ^1 — I, fx-i-bi — I, X -h |jL — I el 2 — /. — bi — bi 

soient egaux a Tinversed'un nombre enlier positif; mais nous avons 
encore des formes toules semblables pour les determinations des inte- 
grales dans le voisinage de a? = a et de y = o, i et qo ; nous en con- 
cluons que 

doivent etre aussi egaux a Tinverse d'un nombre enlier positif. 

4. Nous supposerons done que >., b,^, ho el [j., satisfaisant d'ailleurs 
aux inegalites 

bi > (), bi > o, X > o, /jL > o, ^, 4- />j -h ;x -I- X < :^, 

satisfassent de plus aux conditions precedentes. 

Pour suivre la nieme marcbe que dans le cas d'une variable, nous 
aurions besoind'avoirles substitutions fondamentalesdugroupe relatif 
au systeme S. Nous n'allons pas avoir besoin, toutefois, de calculer 
toules ces substitutions fondamenlales; laissant d'abord j constant, 
on a, en faisant tounier^autour des points o, i, j^, trois substitutions. 
Si Ton prend trois integrales convenables w^, wa, w,, j'ai donne [Bui- 
letin des Sciences mathematiques, aout i885) ces trois substitutions fon- 
damenlales que je rappellerai ici : 

( r,/j — 0), ; 

i f.;; — c), -h (e*f''.+i^)'^' — e'f^'^'O wj, 

et, enfin, 

( I3) \ w; = (i + e'^^-^-f^^^'— c*f^'^'>>2-+- (e*<^-^*'-^f^)''^ — e-f*.-^f*'^')«3r 
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En laissant de meme x constant et faisant tourner y aulour des 
points a?, o, i, on aurait (rois autres substitutions; la premiere n'est 
autre que la substitution 2^. Designons les deux autres par £4 et l,; 
olles sont de forme analogue aux trois premieres et peuvenl s'oblenir 
de la meme maniere. Je ne les ecris pas, car elles ne me seront pas 
utiles dans ce qui va suivre. 

Continuant a suivre la meme marche que dans la premiere Partie* 
nous devons monlrer qu'il existe une forme quadratique ternaire a 
indelerminees conjuguees w, v^ w, que laissent invariable les substitu- 
tions du groupe G; soit 

A Wo -h A' ^0 -H A'' (I'o -i- B^wcoH- Bo WqT -i- B'm(i^o-+- Bo u^w-^-^ iw©-^ Bo('o«' 

une telle forme; A, A' et A" sont reels et les autres coefficients B, 
Bo, . . . sont deux a deux conjugues. 

Nous avons pu calculer les coefficients pour le cas de deux variables ; 
ici, le calcul complet serait bien plus laborieux, quoique evidemment 
de meme nature. Nous le simplitierons en demontrant d'abord indirec- 
tement Texistence d'une telle forme. Considerons, a cet effet, I'inte- 
grale, deja ctudiee au n*^l, 

f «''.-• ( w — I )''-» (u — .r ){^ - » ( // — >')>-» (lu. 

oil X, b^, b.2 et (A sont des nombres commensurables satisfai&ant aux 
conditions indiquees. 

On pent considerer cette int6grale comme une integrale abelienne, 
correspondant a la relation algebrique enlre i^ et u, 

Elle sera d'ailleurs de premiere espece, carelle reste finie pour toute 
valeur de w. Les periodes de cette integrale peuvent s'exprimer avee 
trois solutions lineairement independantes du systeme; soient, par 
exemple, les trois solutions, w^, coj, 03. 

Les integrales pourront se grouper, trois par trois, en expression de 
la forme 

awj, aoj,, aoja, 



{ 
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oil les X sonl des constanles, c'est-a-dire des quanliles indepcndanles 
de X eXy, Kn ecrivant, comme au n*^3 de la premiere Panic, que 

on trouve nne inegalite de la lorme 

/(O),, 0)2, (,)„ 0)% 0)2, fjil) < o, 

le premier membre de cette inegalite etant une forme quadralique ler- 
naire a indelerminees conjuguces, ou w^, w® et wj represenlent les 
conjugueesde w,, wj et w,. Les coefficients de cette forme ne dependent 
ni de x ni de j. 

Si Ton fait varier J? et y, I'inegalite precedente ne cessera evidem- 
ment pas d'etre verifiee, et, par suite, elle sera transformee en elle- 
meme, quand on effectuerasurcoi, ci>2 eta>3 une substitution quelconque 
du groupe G. On en conclut, en posant 

0)1 (x)« 

— = W, — = *', 

0)3 0)3 

qu'il existe une certaine surface S, 

( S ) A uuq h- A'tTo -H A" -+- Wuvq -h By //« ^' + Wu -+- B'^ u^ -h H r -h Bo r,, — o, 

que iransforment en elle-meme les substitutions du groupe G. Cette 
conclusion se trouve etablie pour les valeurs de >., [x, 6, et fejayant 
la forme indiquee; mais, ces valeurs etant en nombre quadruplement 
infini, il est evident que la conclusion subsisle pour toute valeur de >., [jl, 
i, et b^. 

Lecalcul complet de la forme/ se trouve alorsbiensimplifie, quand 
on admet I'existencede la forme. Nousecrirons la forme comme il suit 

A 0)1 0)^ 4- A'gjjG)^ -h A" W30JS -+- B^'o), wj 

-f- BoO)Jo),4-B'o)iO)S-f-BoO)Jw3-h Bo),o)5-f-BoO)Jo)3; 



la substitution (2,) nous donne d'abord 
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puis 

la substitution (2a) donne ensuite, en prenant le coefficient de coacoj, 

d'oii Ton conclut 

Nous avons done deja les trois relations 
ir = .v ' f. , B' = B-V4-^ ' A'=:B!^ — - — -~-^. 

^J{A-»-(l)7t* J g2(X-»-{l)ir/ J J g27W(X-H(l) 

Nous aurons, d'autre part, en comparant les coefficien(s de (o,a>^, 
apres avoir fait la substitution [1^)^ 

\(g-2(A,-+.{i.)iri_ e-2(X7ci)_|_B'^(g-2(6,-4-|i)7c/_ I ) -f- B'(l — e"*''^!*) = o ; 

puis, en comparant les coefficients o}^ co,, apres avoir fait la substilu- 
tion (23), 

Des cinq relations precedentes, on tire, en faisant A = 1 , 



if 




I - 


_ ^2(A,-4-/;,-H|Ji;7t/' 


IV 






C^O.TZi _ J 


1) 




I - 


— g2(/>,-t-/»^-l-|Xj7rf ' 


A' 





B'' 


^2(X-»-|l)W/ , 


I e'''^' 


B 




B' 


^2(Xh-|i)7:* , 


I e*^'^' 


4" 




R : 


I ^t'iZ{l+[L-hb^)i 



I ^27ri(X-+-(JL) ' 

ces valeurs seront bien determinees, si aucun des denominateurs ne 
s'annule; nous faisons done les hypotheses, auxquelles nous serons, 
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tirailleurs, conduit de nouveau daos un instant, 

el 

en excluant les cas limites oil Tune ou Tautre de ces inegalites se trans- 
formerait en une egalile; il faudrait dans ces cas donner aux coef- 
ficients une forme differente. 

5. II est important d'etre assure que la forme/est indejinie; car, dans 
le cas contraire, la surface (S) serait imaginaire et n'offrirait aucun 
interet. La forme/peut s'ecrire 

(w,4-B;a),-HB;w,)(wJ-+-B''w;-hB'(.)5)H-co,wJ(A'-B''B;) 

w,a)J(A'-B'B;)H-a),o5(B-B;B')-ha);w3(Bo-B'B;). 



Remarquons d*abord que le discriminant de cette forme ne pent 
elre nul; si, en effet, ce discriminant etait nul, on pourrait, par une 
substitution lineaire, reduire la forme ternaire en une forme binaire 

F(U,V, Uo,Vo), 

et cette forme se transformerait en elle-meme par toute substitution du 
groupe. II faudrait done que ces substitutions transformassenl U et V 
en des expressions lineaires et homogenes de U et Y, et que, par suite, 
le systeme S ne fut pas irreductible. Or ce systeme est certainement 
irreductible, pour toutes les valeurs de >., (x, 6, et b^, comprises entre 
zero et un, et satisfaisant aux inegalites 

>.H-^i>i, fJL-|-fti>i, >H-fX>I, 

l-\-bt>iy jjL-f-6,>i, X-h^i-h^s^- fi<3, 

qui sont verifiees pour les valeurs de >, (a, 6« et ^s^ que nous avons a 
considerer. Cela pose, la forme/ sera certainement indeGnie, si le dis- 
criminant de la forme binaire en o^ et a>3, qui suit le premier terme 

(wi -h B; w,-+- B'o w,)(ojJ 4- B^coJ 4- B'coJ), 

est positif. Or ce discriminant ne pent jamais s'annuler pour les valeurs 
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de X, [A, 64 et b^ salisfaisant aux inegalUes precedentes, car le discri- 
minaot de/serait alors nul, ce que nous venons de voir etre impossible. 
II sera done suffisant de considerer un cas particulier; or, si 6, eib.^ 
satisfont a la condition 

on a B" = o, A' = o, et le discriminant se reduit k BB^ et est, par suit**, 
positif. 
Une derniere question est ^ poser, relativement aTinegalite 

/•(w,, CO,, W3, wj, coj, coSXo, 

oil, comme nous venons de le voir, /est une forme indefinite dont le 
discriminant n'est pas nul. Par une substitution lineaire effectuee sur 
ct)|, wj, oj,, cette inegalite pourrait prendre Tune ou Tautre forme 

UUo-hVVo-WWo<o 
ou bien 

UUo-VVo-WWo<o, 

et ces deux formes d^inegalit^ sont bien distinctes. Je dis que c*est la 
premiere forme que nous aliens rencontrer ici; on doit, en effet, ren- 
contrer toujours la meme forme d'inegalit^ pour toutes les valeurs de 
\ pi, 6| et&2 satisfaisant aux inegalitesecrites plus haut, car le passage 
d'une forme a Tautre correspondrait necessairement k une forme de 
discriminant nul. 

Nous pouvons done considerer encore ici un cas particulier. Pre- 
nons des valeurs commensurables, pour lesquelles on ait 

X H- jJi-h ^, > 2, 

inegalite qui est incompatible avec les prec^dentes; designons toujours 
par 

/"(Ci)!, Ci)„ CO,, Ci)}, Wj, 0)J) 

le polynome, dont j'ai (n** 5) calcule les coefficients, et qui est, d'apres 
ce que nous venons de voir, reductible a la forme UUo H-VVo — WW,,. 
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II s'agit de savoir si Ton a l*iDegalite 

ou I'inegaltte 

Or faisons tendre x ei y vers zero. On voit, avee Thypothese faite 

X -+- |jt 4- 6, > 2, 
que, pour a? = o, ^' = o, 

Wj z= O, W, =: O, 

C03 etant different de zero. 

Le premier membre se reduit alors a A^w^to" ; or on a 

et il est facile de voir que, >. -f- jjl -+- 6, etant superieur a deux, on a A"< o. 
L'inegalite doit done avoir la fornoe 

/<o, 

c'est-a-dire 

UUo4-VVo-WWo<o. 

6. Nous sommes done arrive a la conclusion suivante : on peut 
trouvertrois integrates cof, co^, C03, lineairement independantes (et nous 
avons appris a les former), pour lesquelles on a, en posant 

— = w, 

rinegalite 

(S) Aawo -+- A' rv'o -h A'' -+- B" i/Cq + B; Woi' 4- B' w h- B; Wo4- Bi' -H Bo ^0 < o. 

les coetTicients ayant les valeurs donnees au n^ 5. 

En efTectuant sur (rx, v^) une substitution lineaire (fractionnaire) 
convenable, on ramene cette in^galite k la forme 

(2) UUo + VVo<WWo, 
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a chaque point {uyv) du domaine (S) correspond un point du do- 
maine (I) et reciproquement. Geci pose, tragons, comme nous Tavons 
fait au n^ 1, deuxcoupures (i, qo) el (i, o), et evaluons, comme il a ete 
dit, les iritegrales qui servent a former co,, o)^ eiio^; x eiy prenant, 
dans ces conditions, toutes les valeurs possibles, les valeurs corres- 
pondantes de u et i', et, par suite, de U et V vont former un certain 
domaine, el ce continuum ne se recouvrira pas lui-meme, d'apres ce 
que nous avons etabli au n** 2, puisque, pour deux systemes de valeurs 
de X ety, on ne pent pas avoir les memes valeurs de u et ^. 
Designons ce domaine fondamental par D; quand on fera 

(cette valeur commune etanl arbitraire, mais distincte de o, i, qc), on 
obticndra une arSte. De meme nous aurons six autres aretes corres- 
pondant respectivement a 

j7 z= o, y = o, 

Mais ce ne seront pas les seules aretes du domaine D. Etudions en 
eflTet le cas ou x ety tendraient simultanement vers zero; pour cela» 
remarquons qu'on pent substituer aux integrates dont nous sommes 
partis les integrales 

prises enlre les limites o, i, -? '-, oo, quand on veut etudier seulenient 
les rapports de ces integrates. Nous avons done a considerer un nou- 
veau systeme S\ ou les variables sont maintenant — et -; faisant la 
meme remarque qu'au n"" 3, nous supposerons done que 

bi-\- hf— I et 2 — fi — )v — 6, 

sont egaux a Tinverse d'un nombre entier positif, et aux valeurs arbi- 
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iraires du rapport -» quand x eiy tendenl vers zero, correspond une 

arete du domaine D. Des considerations analogues sont applicables au 
cas oil Ton aurait siroultanement soit 



X= V =1, 

soil 



et nous arrivons done, relativement a >., |x, 2»| et &2» ^ 1^ conclusion sui- 
vante; si Ton prend deux quelconques des quatre nombres 

soit, parexempk, X et i,, la somme 

est rinverse d*un entier positif. On obtient ainsi six equations de con- 
dition* De meme, en prenant trois quelconques des memes quantites, 
soit, pour fixer lesidees, \, b^ etfr,, la difTerence 

2 — 1 — 6, — 6, 

est encore egale a Tinverse d'un nombre entier, ce qui nous donnera 
quatre nouvelles equations. 

7. Nous allons voir maintenant qu'en supposant retnplies toutes les 
conditions indiquees, les deux equations 

w -""' 

V 

donnent pour x eXy des fonctions uniformes de z et ^ 

Considerons en effet le polyedre fondamental D qui vient d'etre 
defini. Ce domaine est limite par certainesyace^, formant un espace a 
trois dimensions, et Tintersection de deux faces sera une arite^ n'ayant 
que deux dimensions. Or il est facile de voir que, en effectuant les 
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subslitutioDS du groupe du syslemeS, chaque arete appartiendra a un 
nombre limite de polyedres, n'ayant d'autres parties communes que 
des faces. Prenons, par exemple, I'arete correspondant 2l x = o,y re- 
cevant une valeur arbitraire; il existe une certaine substitutioQ trans- 
formant cette arete en elle-meme, et cette substitution transformera 
en I'autre face une des faces passant par cette arete. Les variables 
etant convenablement cboisies, la substitution aura la forme 

T = eP Y. 

p elant un entier positif, et cette substitution effectuee j9 fois de suite 
donnera/? polyedres, n'ayant en commun aucun continuum a trois di- 
mensions. Pour d'autres aretes, le raisonnement pourra etre un peu 
moins simple; ainsi nous aurons pour a? = i,j^ etant arbitraire, deux 
aretes, suivant que x arrivera vers un d'un cote ou de Tautre des cou- 
pures. Ces deux aretes se correspondent par la substitution dont nous 
venons de parler, et nous aurons alors a faire un raisonnement tout 
semblable a celui qui a ete fait au n^ 4 de la premiere Partie. Dans 
tous les cas, autour de toutes les aretes ne se trouvera dispose qu'un 
nombre limite de polyedres, n'ayant en commun aucun continuum a 
quatre dimensions. 

Ces resullats admis, on pourra se servir des raisonnements employes 
par M. Poincare dans sa theorie des groupcs fuchsiens; c'est ce que j'ai 
deja indique dans mon Memoire sur les groupes byperabeliens [Journal 
deMathematiques, i885); on montre ainsi que Thypersphfere se trouve 
remplie par Ic reseau precedent des polyedres, qui ne se recouvrent 
jamais eux-memes. II suit bien evidemment de la que les equations 

W ~ "^^ 
V 

donnent pour x etj des fonetions uniformes de z et /. 
8. Les conditions imposees aux quatre nombres X, |UL^ 6, et b,^ son!. 
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comme nous I'avons vu, au nombre de dix. Je ne m'arreterai pas a re- 
chercher toutes les valeurs possibles, dont Ic nombre est probable- 
ment assez limite, je veux seulement m'arreter, en terminant, sur deux 
cas particuliers : Tun deux est fourni par 

pour lesquels les dix conditions sont bien verifiers. J'ai eludie autre- 
fois, par une methode speciale, ce cas particulier, comme on peut le 
voir dans le tome I des Acta mathematica {Sur des fonctions de dewx 
variables analogues aux foncUons modulaires). Dans ce cas, toutes les 
quantites analogues^ 

sont nuUes. Done, par consequent, pour x = o^ y — o^ ou plus com- 

modement pour - =00, ^ 6tant arbitraire, les developpemenls con- 

tiendront un terme en logo?, et par suite on aura un point correspon- 
dant situe necessairement sur la surface meme de Thypersphfere. Le 
polyedre correspondant aura don« des sommets situes sur la surface 
de rhypersphera limite 

ZZq -\- Kq mi I . 

Prenons maintenant un autre excmple, qui va nous oflrir des cir- 
Constances differentes. Soit 

On a 



&,-h ^,— 1 = 



1 

3 



et toutes les combinaison^ analogues, puisque les nombres sont 
egaux. 
Pareillement 

par consequent aucun des developpements a employer ne conliendra 
. de logarithmes, et nous pouvons par suite en conclure que la surface 
du polyedre fondamental D n'aura aucun point commun avec la sur- 
face de rhypersphere. 
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Ce cas particulicr est interessant, comme donnani precisemeni un 
exeinple dans lequel le domaine fondameDtal est tout entier a Tinte- 
rieur de Thyperspbere limite. Dans la classe tres etendue de groupes 
hyperfuclisiens, oil nous avail conduit la consideration des formes 
quadratiques ternaires a indeterminees conjuguees [Acta mathematica, 
t. Y), les polyedres fondamentaux avaient toujours un certain nombre 
de sommets sur Thypersphere. 
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Equations fonctionnelles, 

Par M. G. KOENIGS, 

PROFKSSELR A LA FACULTE DES SCIENCES DE TOULOUSE. 



I. — Introduction. 

Dans le Supplement aux Annates scientiftques deVEcole Normale supe- 
rieure, annee i884f j'ai demonlre que, 9(jc)etant une fonelion uniforme 
donnee, holomorphe dans le domained'un point limite x de la substi- 
tution i z^ff{z)\, la limite, pour/? infini, du rapport 

est une fonelion B(s), holomorphe dans le domaine du point x\ Par 
point limite^ j'en tends un point verifiant les conditions 

o{x) = 07, nio(l9'(j7) <i, 

et je represente par (p^(z)roperalion(p(2) effectuee /? fois. La fonction 
8(5) admet le point a? eomme zero simple et de plus W[x)= i. Celle 
meme fonction verifie Tequation 

(a) B[9(c)] = (p'(^)B(3), 

et j'ai demontre cetle proposition fondamentale que, si Ton envisage 
Tequation fonctionnelle 

(S) Z[9(^)] = AZ(^), 

oil k est une constanle convenahle qu'il s'agit de determiner, toute 
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solulion (le cetle equation, assujettie a etre holomorphe ou inero- 
morphe au point x, ne diflere que par un factcur constant d'une puis- 
sance enliere positive ou negative de B(z); de plus, si n est Texposanl 
de cette puissance, le multiplicateur k a pour valeur [?'(^)]''. 
De la fonction B (;;), j'ai deduit la fonction 



7 — r > 



qui admet en x une singularite logarithmique; la fonction b[z) m'a 
permis de former, outre Texpression generale des integrates de Tequa- 
tion (S), celle des integrates de plusieurs autres equations fonction- 
nelles. 

2, Je me propose d'etendre ici le role de la fonction B(s) aux equa- 
tions fonctionnelles du type 

(G) Z[9(^)] = 9[Z(.-)], 

(1) ' S;,(5)=:<p(5), 

(D) S[cp(3)]=z^[£(^)]. 

Les solutions de Tequation (G) presentent des fonctions.qui ont un 
point limite commun el qui donnent lieu a la meme fonction limite; de 
ce groupe de fonclions holomorphes, on deduit un groupe de substitu- 
tions uni/ormes qui conservent une portion finie du plan. La considera- 
tion de ces fonctions conduit a la demonstration de ce fait, qu^on est 
assure de I'existence de p solutions holomorphes de Tequation itera- 
tive (I), chaque fois que Tequalion 9(5) — z = o adniet une racine x^ 
pour laquelle le module de <f'{x) n'est ni zero ni Tunite. 

Dans le Tome XVII du Bulletin des Sciences mathematiques, M. Kor- 
kine s'est propose de trouver une formule generale d*iteration, qui ail 
un sens pour une valeur quelconque, commensurable ou non, de 
rindice iteratif. En admettant d'abord la possibilite de la solution, 
ainsi que certaines hypotheses dont la dependance ou Tindependance 
mutuelle reste problematique, cet eminent geometre a presente une 
solution de ce probleme sous forme de developpement en serie. La voie 
que je suis est diflerente, et j'ai tache de tout ramener a une hypothese 
unique dont le sens et la generalile mc paraissent tres precis. 
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L'equation (D) n'esl qu'une generalisation de Tequation (G); sous 
una condition necessaire des plus simples, elle admet toujours une inle- 
grale holomorphe et meme une infinite, dont I'etude conduit a consi- 
derer un quadruple groupe de fonctions, qui se reproduisenl entre elles, 
lorsqu'on remplace dans Tune d'elles Targument z par Tune de ces 
fonctions; je n'ai pas d*ailleurs cherche a approfondir davantage les 
proprietes de ces substitutions. 

Je ternDine par quelques exemples simples, destines surtout a elu- 
cider et a controler ces considerations generates. 

Je crois devoir, avant de clore cette Introduction, mentionner le role 
important que paraissent devoir jouer dans ces recherclies les courbes 
d'egal module et d'egal argument de la fonction B(z). 

II. — Les fonctions 7.(z,k). 

3. J*adopte les notations et lesresultats rappelesdans Tlntroduction. 
Je me propose de chercher les fonctions qui, holomorphes en cc, admet- 
teut -r pour point limite, en donnant naissance a la meme fonction 
limile B(s). 

Soit Z{z) une telle fonction. D'apres la propriete exprimee par 
Tequalion (a), on doit avoir 

B[Z(:;)]=Z'(^)B(^). 

Je dois done recourir a Tequation suivante, oil k est une constante 
quelconque, 

(I) B{Z)=:kB{z), 

et chercher si, parmi les fonctions qui se deduisent de cette equation, 
se trouvent des solutions du probleme propose. 

Pour z = x, Tequalion (X) se reduit a B(Z) = o, qui admet la racine 
simple Z = .r; car 8(0;) = o, B'(a?) = i. Done Tequation (X) definit 
* une fonction que jedesignerai parZ(s,X-), holomorphe dans ledomaine 
de X et qui se reduit a x pour z — a-. 

En differentiant Tequation (>.), on trouve 

B'(Z)^^=: AB'(;:). 
(tz 
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Faisons z = x eiZ = x; comme B'(a?) n'esl pas nui, il vicnt 



^■=(iX=2'(-'^)' 



ce qui fournit de k une signification tres simple. 

Supposons alors inod/L<[ i. c'est-a-dire modZ' {jc,k) •< i; cetle con- 
dition est necessaire et suffisante pour que x soil un point limile de 
Z(z, k), A\ns\ f parmi les/onciionsZ{z^ A), celles dans lesquelles mod A<[ i 
arimetlent x comme point limile. 

Inequation {\) donne d'ailleurs 

et, comme k = Z\x,k), cetle formule, rapprochee de la proposition 
fondamentale, rapporlee dans rinlroduclion, montre que 8(5) est la 
fonclion limile relative a Z{z, k). 

Ainsi, toules lesfonctionsZ[z^ k)^ dans lesquelles mod A: << i (fonctions 
qui admetlent x pour point limile), donnent naissance a la m6m,e fonc- 
lion Umite; de plus, ce sont les seules quijouissent de celle propriete. 

La fonclion (p(:;) fail partie des fonctions Z; d*apres nos notations et 
d'apres Tequation (a), nous devons la representer par le symbole 
Z[z, <p'(;r)]. Comme elle ne joue dans le groupe aucun role special, on 
pourra supposer que c'est 8(2) que Ton s'esl donne a prion, et que Ton 
determine ensuite le groupe des fonctions Z par Tequation (>.). II suffil 
que X soil un zero simple de 8(2), 

III. — Propri^Us gen^rales des fonctions Z(z, /r). 

4. Les fonctions Z[z^ k) possedent, independammenl de toule hypo-^ 
ihese ponanl sur leur paramelre k^ des proprieles generates communes 
que je vais etablir. 

Jeremarque que la fonclion Z[Z(2, A:'), X:] est holomorphe dans le do-- 
maine de x\ car, z se mouvant dans le domaine de x^ Z[z^ k') se meut 
aussi dans le domaine de x. Mais si, dans Tequalion (X), on remplace z 
par Z(z, A'), il vient 

B j Z[Z(3, A-'), k)-\ j = k B[Z(-3, A')] = kk'B{z) ; 



N0UVE1.LES RECHERCHES SLR LES ifeOUATIONS FONCTIONNELLES. 389 

d'oii immediatenient, d'apres la notalion que nous avons adoptee, 

oomme on aurait aussi 

Z[Z(5, A), k'] = Z(3, k'k) - Z(5, kk'), 
il en resulte 

(b) Z[Z(z,k),k'] = Z[Z{z,k'),k]. 

Deux fonclions Z quelconques jouissent done de la propriete exprimee 
par Fequation 

9['H-)]='H?(--)L 

qui n'esl autre que Tequalion (G) ( * ). 

Enfin, la reiteration de Toperation Z{z,k) est permise un nombre 
limite de fois, autrement dit la fonclion Zp{z,k)^ est holomorphe dans 
le domaine du point x; de plus, elle prend en x la valeur j?. L'appli- 
calion repetee de la formule (a) donne alors 

(V) Zp{z,k)=iZ{z,kP). 



IV. — Groupe de substitutions holomorphes. 

5. Representons par S(^) la substitution qui consiste a remplacer z 
par Z{z, k). En dehors de toute hypothese sur k, il est toujours permis 
de multiplier entre elles un nombre fini de fois les substitutions S{k)^ 
pourvu que Ton reste dans un domaine eontinu convenable autour du 
point X. Les formules (a), (6), (c) raontrent alors que 

S{k)S(k')-S(kk') — S{k')Sik), 

les substitutions S{k) Torment done un groupe, et deux queleonques 
d'entre elles sont permutables. 



(>) n rosulle de Tarticle VH, page SgS, que les fonctions Z sont les scules solutions de 
r^quation (G) qui soient holomorphes an point x; il suffi de faire, dans cet article. 
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II Y a lieu de remarquer que Z(z, i),= z el que la substilulion S(i) 
est idenlique. On en conelut 

S(A-)S(^0 = S(i)=--,; 

Les fonclions Z(:j, A)Z( -, ^jsont done inverses Tune de Tautre. 
resultat evident d'apres Tequation (X). 

V. — Les courbes d'^gal module de Mis), 

(i. Les proprietes que je vais rappeler coneernent les courbes d^e'gal 
module d'une fonction telle que 8(5), holomorplie dans une region 
continue du plan qui entoure Tun de ses zeros. Pour une valeur tres 
petite du module |x, la courbe A' igal module 

modB(:;) = p = const . 

comprend un ovale 0^ entourant le zero x de la fonction, dans riiypo- 
these oil x est un zero simple. 

Determinons, chose toujours possible, un nombre M jouissanl de la 
propriete suivanle : 

Tant que (Jt.<M, I'ovale 0^ ne cesse jamais dexisler, c'est-a-dire 
d'etre une courbe fermee sans point multiple, ^e contenanta son inte- 
rieur: i*^ aucun point ouB(z) cesse d'etre holomorphe; 2° aucun zero 
de B'(5); 3** aucun zero deB{s), si ce n'est le point x. 

Alors, pourvu que /x<M, la courbe d'egal module, modB(z)=|x, 
n'aura a Tinterieur de I'ovalc 0>, d'autre portion que I'ovale 0^^. Pour 
tons les points exterieurs a 0^,et interieurs a 0^,, on aura modB(s)>]tx; 
pour tousles points interieurs a 0|jt, on aura au conlraire modB(2)<jUL. 

Je dois aussi rappeler que les courbes d'egal argument, trajectoires 
orthogonales des courbes d'egal module, traversent toutes le point or. 
Soil mn une brancbe de Tunc de ces courbes. Le point x la divise en 
deux demi-branches; tandis que sur la demi-brancbe xm^ I'argumenl 
de B(:;) reste constamment egal a a, sur la demi-branche opposee 
xn il est egal a a -h ;:. Plus generalement, deux demi-branches ocm^ 
xm\ repondant aux valours constantes a et ^del'argument de B(z), se 
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ooupent en x sous Tangle (a — j3). Deux arguments, qui ne different 
que par un multiple entier de 271, donnent lieu a la meme demi-branche 
issue de 07. En resume, a toule valeur de Targumenl, arbilrairemenl 
proposee, correspond une demi-branche issue dea?parfaitement deler- 




minee. Dans Tinterieur de Tovale O^i il n'y a pas d'autres points don- 
nant lieu a un argument a pour B {z) que ceux de la demi-branche 
correspondant a a. 

7. Ces resultats rappel^s, je vais demontrer la serie de propositions 
suivante : 

I. Pour une valeur de z interieure a 0^ elpourdes valeurs de mod A* < 1 , 
Fequation 

(A) H(Z) = X-B<c) 

admet cut moins une racine interieure a Oju . 

Soit en effet A: = pe'^, modB(s) = JUL, arg.B(z) = a; on aura, pour 
tons les points Z verifiant Tcquation (>.) 

modB(Z) = p^ 
arg.B(Z) = a-h^. 

L*ovale Opj^ est interieur a Oi^,; en effet, comme p < i , il est interieur 
a OjA qui est interieur lui-meme a O3,. La demi-branche de la courbe 
d'egal argument (6-+- a) coupe certainement Tovale Op^L en un point 
Z qui verifie Tequation (X), et ce point est interieur a Om- 

II. La fonclion Z de z^ dont la valeur est representee par le point Z 
trouve ci-dessus^ est holoniorphe dans le contour 0„. 

Kn effet, pour qu'elle eut un point critique, il faudrait qu'il existata 
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la fois un point z et un point Z, interieurs au contour Om et veritiant 
les equations simultanees 

B(Z)=:AB(5), B'(Z) = o; 
or cela n'cst pas possible, car le contour 0^ ne conlient aucun zero de 

HI. La'/onclion Z est unique, et c'est lafonction Z{z^ k) deja de/inie. 

On pent douter que Tequation [1] n'ait pas plus d'une racine dans 
le contour 0^. Si cela etait, cliacune d'elles serait holomorplie dans le 
contour Oj,, d'apres la proposition precedenle. 

D'autre part, en faisant z = cc, \l vient B(Z) = o; et, conime B(s) 
n'a pas d'autre zero que^p dans le contour 0„, loutes ces fonctions ho- 
lomorphes prendraient la ineme valeur x en x. Mais, coinine Tequatioii 
(X) ne pent definir qu'une seule fonction holomorplie prenant en x la 
valeur 07, attendu que a? est zero simple de B(s), on en conclut qu*ii 
n'y a en realile qu'une seule fonction Z; elle ne pent etre autre que la 
fonction Z(s, k) deja definie. 

De la ce theoreme: 

Toules les fonctions Z(z, ^), dans lesquelles modA<li, sont halo- 
jfwrphes dans I' ovale 0^. 

Mais considerons alors une substitution S(A:) dans laquelle 
p=modA:<i, toutes ces substitutions forment evidcmmcnt un 
groupe; de plus la substitution S(^), par exemple, transformc Tovale 
0|jL dans un ovale Op^,. interieur a 0^. 

On en deduit que toutes les substitutions S(A), arbilrairement reite- 
rees oumultipliees entreelles, amenent un point queiconque interieur 
a Om, aussi pres du point x que Ton voudra, sur des ovales qui vont en 
se resserrant de plus en plus autour de ce point. Ce point est done un 
point limite commun a toutes les substitutions du groupe. 

8. II est encore facile de montrer que : Toute fonction Z{z, k) est 
holomorphe dans r ovale ^ ^* mod^ > i . 

Lorsque \x\oAk = i, la substitution S(A:) transforme un point :?, pris 
sur Tovale 0^ et sur la courbe d'egal argument a, en un point Z situe 
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sur Tovale Op^ et sur la courbe cl'egal argument (a 4- 6), oil 6 = argX-. 
Si est commensurable avec tt, on reviendra au point de depart apres 
un nombre fini d'operations, resuUat evident puisqueA est alors une 
racine de I'unite. Si est incommensurable avec tt, sur un arc quel- 
conque de I'ovale Oj^aussi petit que Ton voudra, il y aura loujours une 
infinite de points trnnsformes de:;. 

Le point x nest done pas un point limite pour les substitutions S{k) 
dans lesquelles \woAk = i : il pouvait y avoir doute dans ce cas. 

9. Les courbes d'egal module et d'egal argument de la tbnclion 
8(5) semblent, on le voit, indiquer un premier pas vers la solution du 
probleme de la division du plan en regions pour une substitution 
donnee. Sans oser insister prematurement sur ce point important, je 
crois que ce qui precede ajoute a la fonction B(z) un reel interet. 

VI. — S]rmbole it^ratif. 

10. L'equalion iterative 

(I) ^/i(^)--?(-) 

se resout immediatement, grace aiix fonclions Z. 

Supposons que 9(5) puisse faire parlie d'un groupe de fonclions Z 

rt que 

9(3) — Z(s, Ao), 

Xto etant quelconque sauf zero et Tinfini. II est clair que de la relation 

Z/,(-, y/^) = Z(3, Xo) — ?(-) 

on deduit immediatement que Tequation (I) admet p solutions bolo- 
morpbes dans le domaine de ce point x, qui est un point limite pour 
celles des fonclions Z(z, k) dans lesquelles modX-< i. 

Tout se reduit done a cherchersi ^(^j) pent toujours faire partied'un 
groupe de fonctionsZ; or, a cet egard, je vais demontrer le tbeoreme 
suivant : 

Une fonetion donnee ^[z) peut faire partie d'un groupe de f one- 
Ann, de Vkc, Nonnale, 3< Serie. Tome U.— Novembbe i885. 5o 
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tions Z chaquefois que lafonction ^{z) — z aura un zero qui ne rendra 
mo(l9'(2) egal ni a i ni a zero, 

Soient en effet x un tel zero et mod9'(a;X i. Le point x est un 
point limite (le9(s); on a done, en formant B(^) et ensiiite les fonc- 
fions Z(2, k). 

9(5) — Z[5,cp'(x)]. 

Si, au contraire, n\od(f'{x) > i, prenons Tequalion . 

qui definil, pour ^|/, une fonetion holomorphe en x et prenanl en x 
la valeur x; eomine on a sans cesse 

on faisant a la fois z =x, ']f = x, on Irouve 



1» « 
ou 






Ainsi J? est un point limite de K-). Formons alors la fonetion l^{z) 
relative a ce point limite x de 'K^)» P"^^ Tequation 

B(Z) = A:B(5), 

d'ou Ton tire les fonctions Z(:j, X:). Nous aurons, en particulier. 



.Hc)^Z[...|V)]^z[.,^-^] 



et, comme ^}^{z) et ^(z) sont inverses Tune de Tautre, 

9(^) — Z[^, 9'(j:)], 

eomine precedemment. 
De la cc theorenie : 

Si lafonction rf{z) — z admet un zero pour lequel mod9'(.2-) ne soil ni 
nul ni egal a r unites l' equation iterative 

(I) Z,{z)^^{z) 
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admel p solutions holomorphes dans le domaine du point a?, et Von peut 
ecrire, en representant par le symbole 9,(5) I'une quelconque de ces 

p solutions, 

p 

H. Mais nous sommes en mesure de donner une plus grande exten- 
sion au symbole 9a)(^) en Telendant au cas de valeurs incommensu- 
rables ou meme imaginaires de w. II suffit de poser 

Ce symbole represente generalement une infinite defonctions, loules 
holomorphes par rapport a z dans le domaine de x. Ainsi se trouvc 
resolu Ic probleme que M. Korkine s'etait propose au Tome XVII du 
Bulletin des Sciences mathematiques, et dans lequel ce geometre avail 
adopte la melhode dcs coefficients indetermines. A la verite, je sup- 
pose connue la fonclion B(z), et c'est a ce point que se ramene toutc la 
difficulte de la construction de 9^0. 

Mais nous connaissons des proprietes de la fonclion B(s), et c'est 
deja quelque chose de savoir qu'il exisle une infinile de solutions holo- 
morphes du probleme, sous la senle condition qu'il existe un zero de 
o{z) — z ne rendant mody'{z) egal ni a zero ni a Tunite. 

Ainsi moda n'etant ni 1 ni o, on peut affirmer a priori que, dans 
le domaine de Torigine, les equations 

Z.f,{z) —: a siii:;, ^p(^) = 'if tang(c), 

admeltent chacune p inlegrales holomorphes. 

VII. — fiquation £[9(3)] — -]>[£ (5 )J. 
12. Celle eijuation est Texlension naturelle de Tequalion 

que verifient les fonctionsZ. 
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Cherehons d'une faQon generate si Tequalion 

(D) E[^{z)] = '^[Z(z)] 

peut admetlre une solution holomorphe dans le domaine d'un point 
limile de 9(2). Soil x ce point limile, el posons y = 2(j7); je ne sup- 
pose pas que ^z) admette une singularile en y. 

L'equation (D) nous donne d'abord, en Taisant z = x, 

en la differcnliant et faisant z = x, ^ trouve 

si S/{x) n'est pas nul, on a done 

inais cette conclusion se maintienl dans tons les cas, car, si Z.'{x) = o, 
E"{x) = o, ..., E^"^*^{x)=Q et que a^''^(.r) ne soil pas nul, en difFe- 
rentiant (D) n fois et faisant z = x, \\ vient 

et, coinme 2^"^(.r) n*estpas nul, on a encore 

Comme niod9'(a?)< i, puisque x est un point liinite de 9(2), on a 
done 

Doncyesl un point limite de ^[z). 

Mais X et v ne sont pas deux points limites quelconques de 9 et i; 
ilfaut que la relation 

9'(.^*) = 'R>') 
soit verijice, 

Cela ne sera pas toujours possible; mais nous admeltrons que, dans 
le cas present, cette relation ait lieu, Appelons a la valeur communr 
de "^'[x) et '}'(j) et poursuivons les consequences de Thypoihese d'une 
integrate holomorpbe E(z) de Tequation (D). 

La fonclion 9(2) el la fonclion ^(3) donnenl naissance a deux fonc- 



/ 
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lions liinites h{z) et C{z), holomorphes respectivemenl dans les do- 
maincs dex et de j. 

Les fonetions C[S(5)] et C jZ[jp(z)] j sont holomorphes dans le do 
maine du points:, et, par rcqualion (D), on a 

(:!£[9(.)]! = ci.HS<^)]!- 

Or, dansTequation 

qui n'est autre que Tequation appelee a dans Tlntroduction, rempla^ons 

z par £(2), on anra 

done 

C\E[c^(z)]\=ai:[E(z)]. 

La fonction, holomorpheisn a?, €[£.(2)] se reproduitdoncmnltipliee 
par a = 9'(.r), Iorsqu*on y remplace z par 9(2); d'apres h proposition 
fondamentale rapportee dans Tlntrodaction, eette fonction ne doit dif- 
ferer que par un faeteur constant d'une puissance entiere positive de 
8(5), par exemple [B(z)]'*, et le multiplicateur est alors [V(-^)"]; mais 
le multiplicateur nous est donne, c'est ?'(^) lui-meme. Done, comme 
niod<p'(icXi, il faut necessairement que n=i\ done enfin la fonc- 
tion C[E(5)Jest necessairement proportionnelle a 8(2), d'oii 

13. Ainsi, tandisque precedemment j*etais conduit a Tequation 

a) B(Z)=:A-B(^), 

je me trouve ici amene a considerer des fonetions V verifiant Tequa- 
lion 

oil k est une constants L*analogie entre ces deux equations est evidente. 

Je remarque encore que cette equation definit une fonction y(z, ^) 

holomorpheen x, qui, pours =^, prend la valeur y ct danslaquelle 



~\dz). 
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Je vais demon trer que toutes les fonctions V sonl des solutions de 
requation (D). En eflet, de Tequalion de definition 

on tire, en y remplagant z par <p(s), 

(roil immedialennent, en ayant egard a nos notations et se reportant a 
Tequalion ([jl), oil Ton cliangerait k en ak^ 

Dans Tequation 

C[^{z)}^aC{z) 

remplacons 2 par V(z, ^); il vient 

C.\^[\{z,k)]\^aC[\(z,k)]^akW{z), 

d'ou encore 

^[\{z,k)]^W{z,ak), 

done enfin 

\[^{z),k] = ^[\{z,k)], 

Ainsi : 

Les fonctions V(5, ^) sent toutes des solutions de Vdquation (D) qui 
posside ainsi une infinite de solutions holomorphes chaque Jois que deu v 
points limites x et y, Vun de ^[z)^ V autre de ^(a), verifient la relation 

nous avons vu,du reste, que detelles solutions derequation(D) doivent 
necessairement faire partie des fonctions V. 

Ce n'est pas d'ailleurs le seul cas oil Ton pent etre assure que I'equa- 
tion (D) admet des integrales holomorphes; il resulte en effel de ce 
qui precede qu'ii n'est pas necessaire que a: et j soient des points 
limites de 9 et de ^j^- Pour s'en convaincre, il suffit de generaliser un 
pen les resultats que Ton vient d'oblenir. 
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VIII. - Les fonctions Z, V, W et H. 



14. Considcrons les equations 



(V) 



H(Z) 
C(V)- 

C(e) 

B(W) 



--A-B(c), 



Los fonclions Z el V ont ele deja definies. Les fonctions H sont les 
fonctions Z de la fonclion '^; enfin les fonclions VV sont analogues aux 
fonclions V. La fonclion 9 est Tune des fonctions Z, la fonclion '| 
Tune des fonctions 6. De plus chacune n'occupe dans son groupe 
aucun rang special, elles font seulement parlie de celles des fonctions 
Z et qui correspondent a un paramelreX- de module inferieura Tu- 
nite. Mais les fonctions Z et H ont avec les fonctions V et VV des relations 
independantes de toute hypothese sur k; ces relations generalisent la der- 
niere equation du paragraphe precedent, et fournissent Textension 
dont nous venons de parler. 

Designons generalenient par [I^] la suhstitulion qui consisle a reni- 
placer z par'C; si Ton etudie reffot d'une substitution [ZJ, [ VJ, [W], 
[6] dans les quatre fonctions Z, V, W, H, on est ainene a construire le 
Tableau suivant: 



I 


z 


IZ| 


z 


|VJ 




[\Vj 


\\ 


[0] 





v 


\v 


B 


V 








z 


V 



\v 







La ligne verticale de gauche indique les substitutions, la ligne ho- 
rizontale du haul, les fonctions ou Ton substitue, el le carre interieur 
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fournit le resultat, en se rappelant que, dans le resultat, le parametre 
est egal au produit des parametres de la fonction que Ton substitue 
et de la fonction oil s'efTeetue la substitution. Les vides marquenl des 
subslilutions impossibles, comme le serait celle de Z dans 6, alors 
que 6 n'est defini que dans le domaine de j el que Z ne prend que 
des valeurs appartenant au domaine de x. 

15. Ainsi, par exemple, on aura (i"*^ horizontalc, 2* verticale) 
on aura encore (2*^ borizontale, 4* verticale) 

si Ton suppose hk = h!k'\ on a done 

V[Z(5,a),A-] = H[V(;;,//),/i'], 

si Ton fait A' =^, il faut avoir A' = A, et alors 

formule qui generalise la derniere du paragrapbe precedent. On peut 
en meme temps enoncer ce iheoreme : 

Si les fonctions (p(:;) — z^ et^[z) — z ont chacune un zero^ x et y, tcl 
que (p'(a?) = ^j;'(j), et que la t^aleur commune a ^'[x) efi^'iy) nait un 
module egal ni a zero ni a t unite, F equation 

aura toujours une infinite de solutions holomorphes dans le domaine du 
point X. 

Dans de telles conditions, en effet, 9 et ^ font toujours parlie cha- 
cune d'un groupe de fonctions, tel que celui desfonctionsZouB. Leurs 
derivees en x et j'etant respectivement egales, designons para leur 
valeur commune, nous aurons 

et les fonctions V qui accompagnenl les groupes simullanes Z et e 
donneront chacune lieu a la relation 
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16. On peut supposer quexeiy coincident. Alors, si 9 et ^ donnent 
lieu k la meme fonction limite» comme 9'(^) = ^'{x),(f et ']f coinci- 
dent, on est dans le cas traite an debut. Mais, si 9 et vp ne donnent pas 
lieu a la mSme fonction limite, elles restent dislinctes, et les quatre 
groupes de fonctions Z, Y, W, 6 restent aussi dislincts. Ce cas presente 
ceci d*interessant, que des substitutions, qui etaient tout a i'heure im- 
possibles, acquierent un sens; mais ie problemc rentre alors dans 
Tetude des fonctions qui auraient un point limite commun, au sens le 
plus general, et je ne veux pas entreprendre ici cette etude, bien 
qu'elle ne soit peut-etre pas sans interet. 

Tel serait le cas, par exemple, des fonctions 

dans lesquelles I'origine est un point limite commun, soit pour elles, 
soit pour leurs fonctions inverses, suivant la grandeur des modules dc 
a et de b. 

IX. — Examples. 

17. Je choisirai le cas de 



auquel se ramene le cas general de vaz^-4- 265 -4- c. En posant 



c 
I — a 



JC^= , 



on peut ecrire 

Les points ±x sont deux points limites si, comme je le suppose, 

moda<i. 

La fonction B{z) n'est autre que z^ — x^. 

Les courbes d'egal module sont des cassinoides qui ontct* et — x 
pour foyers. Les courbes d'egal argument sont formees d'un faisceau 
d'hyperboles equilateres passant par x et — x. 

Parmi les cassinoides se trouve une lemniscale qui a son point 
double reel a Torigine. Les deux boucles 0^, et O'y de cettc lemniscale 
entourent Tune le pointer, I'autrele point — x; chacune d'elles con- 
stitue Tovale limite dont il a ete parte. 

jinn, de VEc, Normale. 3« Serie. Tome W. - Df.cEMBRt 188') 5 I 
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Tout (lu long (le cetle lemniscate on a 

mod (5'— ^')=i:mod^*; 

les cassinoides repondantades valeursdcfA = mod (5^ — a:') inferieures 
a moda:^^ se composent de deux ovales 0^. et OJ^ entouranl respeclive- 
ment les points j? et — x, et iuterieurs aux boucles Oj,» Oj,. 
Pour les valeurs de k dont le module est inferieur a i , Tequation 

admet deux racines Z(5,X), Z'[z^ k) situees respectivement a Tin- 
terieur des ovales limites Ouet Ox- Chacune decesracinesest fonction 
holomorphe de z dans ces ovales. La substitution S(A), oil mod^ < i , 
Iransforme la cassino'ide Oj^ en une cassinoide interieure, eix est un 
point limite pour Z[z, k), — x un point limite pour Z'(5, k). 
Si Ton pose I'equation fonctionnelle 



les/7 solutions liolomorphes de cette equation sont donnees par la for- 
mule 



V I — a ' 



Le symbole general d'iteration est Ic suivant : 



9„(^)^y/a^c«4-y^(i-a"). 



Pour chaque determination de a***, la fonction ^J\^z) est holomorplie 
dans la bouele On de la lemniscate. 

18. Prenons plus generalement 
on mettra9(3) sous la forme 



m, 



9(;;)= y/a:''»4- a(-3"»— a:"*) 

en posant 

c 



X'^ — 



I — a 

Soiente une racine primitive /n'^^^deTunite, eto^unevaleurquelconque 
de 1/-3— ; les points x^xi^ oje', . .., .re'" * sont tous des points ra- 
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cines dc r:^{z) — z; en supposant moda < i, chacun de ccs points est 
limite pour fine branclie de la fonclion cp. 

On a B{z) = r.^' — a?"*; et la courbe d*egal module de B(:;) qui passe 
par I'origine est representee par Tequalion 

mod ( 5"* — x"* ) = mod ^'" ; 

c'est une rosace formee de m boucles entourani chacune Tun des m 
points xi'^: soit R„ celle qui entoure le pointers'*. Lorsque z est inte- 
rieur a I'une des boucles et que modX<[ i, I'equation en Z 

admet une racine dans cbacune des boucles : soit „Z celle qui est in- 
terieure a R^; la fonction ;,Z est holomorphc a Tinterieur de la boucle 
R„. Chacune de ces boucles joue, par rapport au point xt" qu'elle en- 
toure, le role d'ovale limite. 

19. Donnons-nous maintenant 
en appelant x el j deux racines quelconques des equations respeclives 



c c' 

I — a ^ 1 — a 



et supposant, pour fixer lesidees, moda < i, envisageons les boucles 
R et R' qui entourent les points x eiy respectivement. 
Dans I'interieur de R, Tequation 

(7) Z"'— x'«= /r(5'" — x"*) 

definit une fonction holomorphe de z si modX-<i;si modX:>i, 
I'holomorphisme a encore lieu, mais dans un ovale Oj^ interieur a R. 
La meme chose a lieu pour I'equation 

dans la boucle R'. On voit que, puisque moda < i, 9 et '>{; sont deux 
fonctions holomorphes qui onta?et j pour points limites, de plus, la 
condition (f'{x) = "^'{y) est remplie. On est done sur de trouver des 
fonctions holomorphes verifiant I'equation 

(0) £[?(^)]=4'[S(^)]. 

Ces fonctions seront donnees par Tequation 
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on 

Lorsque mod^<mocly*', Tequation 

n'a qu'une seule racine dans rinterieup de la boucle R'. 
Done, lorsque Ton aura 

mod A- (5'"— J?*") f mod/'"', 

c'est-a-dire dans rinterieur d'un ovale interieur a Retconvenablement 
pelit, Tequation [\l) definipa une fonction holomorphe y[z,k). Cette 
fonction verifie Tequation (D), on le constate sans peine. 

20. Je terminerai par le cas d'une substitution lineaire ( * ). Ce eas est 
simple^ mais il fournit un rapprochement interessant. On sail quel 
parti M. Poincare a tire, dans ses recherches des cercles qui passent par 
les points doubles de la substitution, el du faisceau des cercles ortho- 
gonaux. Or, si x et x' sont les points doubles de la substitution, on sait 
que celle-ci pent etre mise sous la forme 

7 / ^^ A" Z / * 

gj "~"~ JO 5 — JC 

Done B(z) = (^ — «^'') rZ^ / • Les courbes d'egal module de B(^) 

ne sont autres que les cercles, lieu des points dont les distances a a? et 
a x' sont dans un rapport donne: les courbes d'egal argument sont au 
contraire les cercles qui passent para; eta?'. Le role important que 
jouent ces cercles dans la representation des substitutions lineaires 
induit done a pcnser que les courbes d'egal module et d'egal argument 
de la fonction 8(3) pourraient etre introduites avecutilite dansl'etude 
de substitutions quelconques; j'ai essay e d'en fournir ici une premiere 
justification. 



( » ) Les equations d'ou depend la division des fonclions circulaires ou elliptiques pnJ- 
senlcrit encore un exemple 6tendu dans loquel la fonction 6(3) est connue, et ou Ton peut, 
par consi^quent, former explicitement les Equations (X), (/x), (>/), {u!). 



APPLICATIONS DE U THERMODYNAMIQUE 



AL'X 



phEnomEnes thermo-Electriques 



ET 



PYRO-ELECTRIQUES, 



Par p. DUHEM. 



PREMIERE PARTIE. 

PHtNOMENES THERMO-ELECTRIQUES. 



I. — Propositions fondamentales relatives au circuit ouvert. 

Nous avons applique, dans un recent Ouvrage(*), les equations de 
laTliermodynamique a reclaircissement de quelques-unes dcs difficulles 
que prescnlc Tetude de relcctrieile statique ou du galvanisme. Dans 
celte etude, nous nous sommes limites au cas oil tous les points des 
conducteurs etudies sont a la meme temperature. Nous allons cliercher, 
en nous affranchissant de celte restriction, a completer la iheorie des 
phenomencs thermo-electriques et pyro-electriques. 

Cette theorie reposera sur quelques propositions tres simples que 
nous allons demontrer. 

Envisageons tout d'abord un conducteur ouvert dont les deux extre- 
mites, formees du meme metal ou de metaux differenls, soient a la 
meme temperature^ tandis que les parties inlermediaires sont formees 
par des metaux quelconques etsont a des temperatures quelconques. 

(*) Le potenticl thermodjnamique et scs applications. Paris, Hermann; 1886. 
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Supposons qu'une quantite d'electricile dq decrive un element de 
ehemin a rinterieur de ce conducteur. Elle engendre une quantite de 
chnleur rfQ. Si la temperature des diverses parties du systeme est supposee 
stationnaire, cetle quantite de chaleur est cedee a Texterieur. I/entropie 
du systeme varie en meme temps de ^/S. Si nous designons par T la 
temperature absolue le long de Telement de chemin parcouru par la 
charge eleetrique, et par rfN la transformation non compensee elemen- 
taire accomplie par ce transport, nous aurons 

(I) ^^d^^d'S. 

« 

La condition d'equilibre s'obtient en exprimant que la modification 
consideree est reversible ou que rfN = o, ce qui donne 

13) dQz=i^dTd&. 

Soient 

d\] la variation de Tenergie interne du systeme; 

P la pression externe, supposee normale, uniforme et constante, qui 

agit sur ce systeme; 
dv la quantite dont son volume augmenle; 
A Tequivalent calorifique du travail. 

On aura 

c/Q=:-t/(U-+-APi). 

Si nous designons par d^ le travail non compense, c'est-a-dire Tex- 

pression 

ET rfN, 

dans laquelle E designe Tequivalent mccanique de la chaleur, nous 
aurons, au lieu de Tegalite (i), Tegalite 

(l') t/Crzi — t/(EU-l-Pi')4-ET^, 

et, au lieu de regalite(2), Tegalite 

(2') ^(EU-i-P(^) = ET^. 

Supposons qu'on transporte la charge dq d'un point M prisa une ex- 
trcmite du conducteur en un point M' pris a Tautre extremite du meme 
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conducteur. Lc travail non compense total qui sera efTectue aura pour 
valeur 

et, s'il y a equilibre, nousaurons 

(2") rf(EU-+-Pr) = E r TciS. 

Dans ces deux dernieres formules, le symbole rf(EU -fr Vi^) represente 
raccroissement total que subi t la quantite (EU -f- Pi') lorsque la charge dg 
passe du point M au point M', tandis que dS represente I'augmentation 
que subit Tentropie du systemc lorsque la charge ^^decrit un element 
de trajectoire au sein d'une portion de metnl dont la temperature est T. 

Supposons maintenant que le conducteur considere laisse passer Velec- 
tticite sans eprouver aucune modification permanente. Nous pourrons cal- 
culer le ternie rf(EU -h Vv) qui figure dans les forniuIes(i") et (2"). 

En premier lieu, la temperature de chaque element de volume etant 
supposee constante et cet element de volume ne subissant aucun chan- 
gement d'etat, sa grandeur ne varie pas. On a doncf/(' = o, etleterme 
a calculer se reduit a Ee/U. 

Mais, d'autre part, la variation subie par Tenergie ne depend que 
de Tetat initial et de Tetat final du systeme; cctte variation gardera 
la meme valeur si, d'une autre maniere, on fait passer la charge dq du 
point Mau point M'. 

Supposons, par exemple, que nous fassions passer la charge dq du 
point M au point W par un fil dont tous les points sont a la meme tem- 
perature et qui laisse passer I'electricite sans eprouver de changemenl 
d'etat. La quantite Ed\] aura la meme valeur que dans le cas prece- 
dent; mais, maintenant, nous pourrons calculer cettc valeur. 

En efTet, le fil laissant passer Tclectricite snns changement d'etat, 
son volume ne varie pas, le travail externe est nul; ErfU represente 
done le travail total cffectue dans la modification dont il s'agit. Le tra- 
vail total est la somme du travail compense et du travail non compense. 
Or nous avons indique ailleurs (^) les raisonnements qui permettent 

(*) Le potentlcl thermodynamiqiie ct sex applications, 111* Parlio, Chap. I et III. 
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ded^duire des seules lois de Coulomb Fexpression du travail compcnse 
et du Iravail non compense produits par le deplacemcnt d'une charge 
electriquG dq au sein d'un conducteur dont tous les points sont a la meme 
temperature et qui laisse passer Telectricite sans eprouver de change- 
ment d'etat. Yoici les resul tats qu'on peu t deduire de ces raisonnements : 
Soient 

V le niveau potentiel en M; 

V le niveau potentiel en M'; 

£ une consianle qui depend de Tunite choisie pour evaluer les charges 

electriques; 
6 une quanlite qui depend de la nature de la substance a Tinterieur 

de laquelle se trouve le point M; 
6' une quantite analogue relative au point M'. 

Le travail non compense produit par le transport de la charge dq du 
point M au point M' au travers du fil en question aura pour valeur 

[(£V+e)-(€V'4-e')]^7. 

Soient H et H' deux quantites analogues a 6 et 6'. Le travail com- 
pense aura pour valeur 

(H-ir)r/7. 

On aura done 

E^/U = [(eV'4- 0'-H ir) - (eV-f- + 11)] ^y. 

D'apres ce qui precede, Tequation (i"), qui donne le travail non 
compense produit par le deplacement d'une charge dq du point M au 
point M' pent s'ecrire 

(3) ^/G = [(eV-f-0-i-Il) — (£V-h0'-4-H')]r/7 4-E r T^S, 

ct la condition d'equilibrc dtvient 



(4) 



M' 

(£V-i-0H-U)-(£V4-0'-i-H')-h ^-E r Te/Smo. 



Ces egalites sont des consequences des principes fondamentaux de 
la Theorie mecanique de la chaleur, joints aux lois donnees par Cou- 
lomb pour les actions mutuelles des corps electrises. Pour en deduire 
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quelques consequences, cherchons a donner une forme plus explicite 



an terme 



Nous ne supposerons pas le conducteur homogene; mais, tout 
d'abord, nous le supposerons forme d'un nombre fini de substances 
differentes; pour fixer les idees, nous admettrons que le nombre de 
ces substances se reduise a trois, que nous d^signerons par les lettresa, 
h,c{fig. i). 

Fig. I. 



Nous designerons par T^ la temperature commune des parties ex- 
tremes du conducteur; le point M sera suppose a Tinterieur du 
metal a, le point M' a Tinterieur du metal c. La valeur de la quan- 
tite H depend de la nature du metal a et de la temperature Tq; nous 
mettrons celte relation en evidence en remplagant la letlre H par le 
symbole Ha(To). De meme nous remplacerons la quantile H' par le 
symboleHe(To). 

Nous designerons par T| la temperature de la soudure qui separe le 
metal a du metal b, et par T^^ 1^ temperature de la soudure qui separe 
le metal b du metal c. Soient N et P deux points infiniment voisins de 
la premiere soudure, Tun a Tinterieur du metal a, Tautre a Tinterieur 
du metal 6. D'apres un raisonnement expose ailleurs (*), la charge rfiy 
passant du point N au point P fournit a Tintegrale qu'il s'agit de cal- 
culer un terme qui a pour valeur 

Soient de meme Q et R deux points infiniment voisins de la seeonde 
soudure, Tun a Tinterieur du metal b^ Tautre a Tint^rieur du metal c. 



(*) Le potentiel thermodjrncuniquc et ses applicatio/uiy \IV Partie, Ch. I, § I. 
Ann, de I'fi.c, Normale. 3* Serie. Tome II. -- D^cembre i885. ♦>2 
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La charge dq^ passant du point Q au point R, fournit a I'lnlegrale 
qu'ils'agitde calculer un terme quia pour valeur 

On a done 

(5) < dq ,/^, dq J^ dq J^ dq J^ 

( - Ha{T,) 4- H,(T,) - II,(T,) -\- Ur(T,). 

La partie de la trajecloire decrile par la charge dq qui est relative 
a chacune des integrales qui figure au second membre est decrite tout 
entiere a Tinterieur d'un seul metal dont les divers points sont a des 
femperatures difTerentes. II nous reste done a evaluer Tintegrale 

E fjdS 



■■/■ 



relative au deplacement d'une charge dq a I'inlerieur d'un corps homo- 
gene dont la temperature varie d'un point a un autre. 

La variation dS est evidemment de I'ordre de grandeur du produit 
de la charge transportee dq par le chemin ds que cette charge par- 
court; elle s'annule, comme nous Tavons vu ailleurs (*), si la tempe- 
rature est constante le long de Telement ds. On pent done ecrire 

dS :n )v — - ^5 dq, 

ds 

Supposons que la charge dq soit transportee le long de latrajectoire 
du point d'affixe 5© au point d'alBxe^,. L'entropie variera de 



' A—,- ds. 



Supposons que les points d'aiTixes 5o et ^4 soient a la meme tempe- 
rature; entre ces deux points, plagons un 61 de meme substance que 
le conducteur considere et ayant la meme temperature en tons ses 
points; supposons que Ton fasse revenir la charge rfy du points, au 



( *) Le potentiel thermodjuaniique et ses applications, III* Partie, Ch. I, § I. 



( 
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point ^0 suivant ce fil ; nous savons que, dans celte modification, Ten- 
tropie du systeme ne variera pas. La variation totale subie par Ten- 
tropie du systeme est done identique a la variation subie par Ten- 
tropie durant la premiere modification. Or, apres Tensemble des deux 
modifications, Tetat final du systeme est identique a son etat initial; 
la variation de Tentropie est nulle; par consequent, la variation de 
I'entropie durant la premiere modification est aussi egale a zero. 

En d'aulres termes, si les points s^ et ^i sont a la meme tempera- 
ture, 



/ 



/ -7- CIS =: O, 

as 

So 



ce qui exige que, pour une substance determinee, X soit une fonction 
de la temperature seule, ce(.te fonction pouvant d'ailleurs eire difle- 
rente pour des substances difTerentes. 

Si nous designons par [jl(T) une function de la temperature dont la 
forme depend de la substance etudiee, nous pourrons poser 

£TX=:/Jl(T). 

Nous aurons alors 



et, par consequent, 



,N ^T, 



(<3) 









4^X t^s=j;^Vc(T)^t. 



Les equations (5) et (6) permettent d'ecrire, lorsque le conducteur 
est forme d*un nombre limite de substances separement homogenes, 
irois par exemple, 

^ E r TrfS =- Ha(T,) + H,(TO - H,(T,) + H^d,) 






T. »^T, 
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Cette expression manque de symetrie. Nous pourrons la rendre plus 
symetrique en ajoutant aux deux membres 

Nous aurons alors, en eflet, 

M* T 

^Kj TdS-(ll-H)=J Va(T)rfT-(II,.(T,)-H.,(T,i] 

T 

(7) ' +r V*(T)rfT-[II*(T,)-H„(T,)] 

1 »^T 



T, 
T 



f Vc(T)r/T-[II,(To)-H,(T,),|. 



Cette egalite, mise sous cette forme, s*etend aisement au cas oil la 
nature du conducteur varierait d'unemaniere continue; soita*un para- 
metre variant d'une maniere continue et definissant la nature du con- 
ducteur en un point; les fonctions [x et H deviendraient des fonctions 
des deux variables T et^; T, se rapprochant indefiniment de To, la dif- 
ference 

H(TO-II(To) 

deviendrait 

^H(.r,T)tfr, 

et Ton aurait 

'7 Jyi c'li ,/>! ^* 



D'ailleurs on a 

"^ <ni(.r,T) , r""' <)U(x,T) 






dT 



err. 



Si done on pose 



) 



do: 

on aura 
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Les egalites (3), (4), (7) et(8) conduisent aux resultats suivanls : 
Si le conducteur est forme d'un certain nombre de substances diffe- 
rentes, trois par exemple, le travail non compense produit par le pas- 
sage d'une charge dq d'une extremite M a une autre exlremite M' a 
pour valeur 



-._! 



(jV-re)-(£V'+e')-[Ha(T,)-lI«(T,)]-h r Va(T)rfT 

T 

(9) < -[n4(T,)-II*(T,)]+r V*(T)rfT 

I */t. 



T. 
T, 



et la condition d'equilibre est la suivante : 

T 

I (£V-f-e)-(£V'-He')=J f*<.(T)rfT-[H„(T,)-H<.(T.)] 

I T 

(»o) < +/ fA*(T)rfT-[H4(T,)-H»(T,)] 

T 

f V(T)rfT-[H,(T.)-H,(T,)]. 

T, 

Lorsque la constitution du corps varie d'une maniere continue, ces 
egalites sont remplacees par les suivantes : 

(ii) 6^(^- j(£y-4-e-HH)-(eV'-+-e'-f-H')-f- r [fx(x,T)Grr-f-/i(^,T)d^] U^, 



M 
M' 



(10.) (eV-^B)- (£V'-i-e')^H'-H- f [[L{x,T)cnL ^ h{x,l)dx\. 

Ces resultats derivent tous de Tapplication des principes de la Ther- 
modynamique aux seules lois de Coulomb. 

Bornons-nous, pour le moment, au cas oil la nature du conducteur 
presenle des discontinuites, et designons par C le second membre de 
I'egalite (10), qui pourra s'ecrire alors 

(fo') (£ V -h 6) - (£ V'-h 6') — C. 
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Si les deux melaux qui lerminent le conducteur etaientdirectement au 
contact, a la temperature To» la condition d*equilibre electrique entre 
cesmetaux serait 

(i3) (eV-4-0) — (eV'-he') = o. 

LadifTerencede niveau potentiel qui existe entre les deux metaux n'est 
done pas la meme dans les deux cas. 

Dans le second cas, si Ton mettait les deux metaux en communica- 
tion respectivement avec les deux plateaux d'un condensateur, cesdeux 
plateaux, supposes de meme nature, resteraienl au meme niveau poten- 
tiel ; dans le premier cas, il s'etablirait entre ces deux plateaux una dif- 

ference de niveau potentiel egale a -• Telles sont les consequences 

generales qu'on pent deduire de Tapplication des seules lois de Cou- 
lomb au probleme qui nous occupe. 

Nous discuterons plus loin ces consequences. 



II. — Propositions fondamentales relatives au circuit ferm6. 

Si Ton ferme le circuit en reunissant les deux extremites supposees 
a la temperature To soit directement, soit par un fil dont tousles points 
sont a la temperature To, Tincompatibilite des deux conditions (lo') 
et (i3) montre que, si C n'esl pas egal ^ zero, I'equilibre sera impos- 
sible. Le circuit deviendra alors, au bout d'un certain temps, le siege 
d'un courant stationnaire dont il faut determiner la grandeur. 

Cette determination resulte de la proposition suivante : 

La force electromotrice, qui, dans le circuit Jerme, tend a faire marcher 
le courant dans la direction quau § I nous awns fait suivre a la charge dq 
a pour valeur c. 

La demonstration de cette proposition ne repose pas seulementsur 
les lois de Coulomb; elle suppose encore deux autres propositions, qui 
nous ont deja servi aiileurs a etablir la relation qui existe entre la dif- 
ference de niveau potentiel aux bornes d'une pile ouverte et la force 
electromotrice d'une pile fermee. 
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La premiere de ces propositions est une pure hypothese; elle s'enonce 
(le la inaniere suivante (*) : 

Sou iin syslerne compose de courants fermeSy uniJormeSy constants et 
immobiles. Un des conducteurs qui constituent ce systeme est traverse par 
un courant d'intensite I. Pendant le temps dt, une portion determinee dece 
conducteur est le siege d'une modification determinee et, en mime temps, 
elle est traversee, dans un sens determine, par une quantite d' electricite I dt. 
Le trai^ail compense et le travail non compense effectues, pendant le temps dt , 
dans la portion consideree du conducteur, sont egaux respectivement au 
travail compense et au travail non compense qui seraient effectues si cette 
portion du conducteur subissait la mime modification et si en m^me temps 
on deplagait virtuellement^ dans le sens du courant, au travers de ce con- 
ducteur, une charge dq = ldtt toutes les autres charges que renjerme le 
systeme demeurant immobiles. 

La seeonde proposition est une generalisation de la loi experimen- 
tale trouvee par Joule pour les conducteurs honnogenes dont tons les 
points sont a la meme temperature; elle s'enonce ainsi {^) : 

Le travail non compense produit pendant V unite de temps dans un seg- 
ment de conducteur traverse par un courant d'intensite I, au sein d*un 
systeme forme de corps immobiles traverses par des courants fermes, uni- 
formeSy constants, invariables de forme et de position, est e gal au produit 
de la resistance R du conducteur par le carre de Vintensite du courant. 

Ces deux lemmes nous donnent immediatement la demonstration 
de la proposition que nous voulons etablir. 

D'apres le premier de ces lemmes, le travail non compense produit 
dans le circuit pendant le temps dt se deduit de la formule (9) en 
supposant que le point M' soit relie avec le point M par un til forme 
par exemple du metal a, et dont tons les points sont a la meme tem- 
perature. On a alors 



el, pur consequent. 



£V-h0=£'V'-|-0' 



d^ =CI dt. 



{^) Le potentiel thcrmodynamique et scs applications. 111* Parlie, Chap. HI, § II. 
(«) Le potentiel therniodynamique et scs applications {Ibid.). 
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D'autre part, cl*apres le second lemme, si Ton designe par R la re- 
sistance du circuit ferme, on aura 

d(D = RP dt. 
La comparaison de ces deux valeurs de r/^ donne immediatement 

(i4) 6 = RI, 

a 

relation qui demontre la proposition qu'on avait en vue d'etablir. 

Les lemmes precedents permettent egalement d'etudier le degage- 
ment de chaleur qu'un courant determine dans une portion de con- 
ducteur dont les points sont a des temperatures diflerentes; nous avons 
eludie ailleurs les lois du degagement de chaleur produit au vol- 
sinage des soudures, degagement de chaleur qui a ete decouvert par 
Peltier; nous nous contenterons done d'etudier ici le degagement de 
chaleur produit dans un conducteur homogene. 

Considerons un element de longueur de ce conducteur. Pendant le 
temps dt, il est traverse par une quantite d'electricite Idt. Soitr/Q la 
(|uantite de chaleur degagee pendant ce temps dans cet element. 

D'apres Tegalite (i), on a 

dQ=—Td&-^Td^ 

=A(r/S — ETrfS). 

D'apres le premier lemme, la valeur de ETrfS est celle que nous 
aVous calculee au § I : 

ETdS = lix(T)dTdL 

D*apres le second lemme, si Ton designe par dR la resistance de la 
portion de conducteur consideree, on a 

d(^:=iVdRdl. 

On a done 
(i5) dQ=zAVdl\dt'^klix(T)dTdt. 

Le premier terme represente la quantite de chaleur degagee d'apres 
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la loi de Joule. Le second lerme represente un degagement de chaleur 
complementaire qui a ele deeouvert par Sir W. Thomson; ce degage- 
ment de clialeur est proporlionnel a Tintensile du courant; il change 
de signe lorsquc le courant change de sens; il s*annule si la tempera- 
ture est la meme en tons Ics points du conducteur. 



III. — Circonstances dans lesquelles les ph^nomSnes thermo-^lectriques 

peuvent se prodnire. 

Cherchons les circonstances dans lesquelles la force electromotrice <:: 
pent etre difTerente de zero, et ou» par consequent, le circuit ferme 
sera le siege d'un courant. 

Supposons, en premier lieu, le circuit ferme forme d'un seul metal 
dont la temperature varie d'un point a un autre. Dans ce cas la force 
electromolrice a pour valeur 



!:zz.r V(T)^/T-[H(To)-II(To)] 



quantite qui est identiquement nulle. Done le seul etat permanent ([ui 
piiisse s'etablir siir un circuit ferme forme d\in seul metal dont les divers 
points ont des temperatures different es est I'e'tat d'equilibre. 

Envisageons un circuit ferme forme de plusieurs metaux separe- 
inent homogenes, trois par exemple, et supposons que toutes les sou- 
dures soient a la meme temperature; la force electromolrice a, en 
general, pour valeur 



* T 



I '.a,(T)^T-[H,(T,)-lU(T,)J 



If 



• r. 

Si Ton a 

T — T — 'I' 
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on trouve immediatement 

C= o. 

Ainsi, dans iin circuit forme de plusieurs metaux dont loutes les sou- 
dares sont a la mSme temperature, le seal etat permanent quipuisse s'eta- 
blir, cest I'etat d^equilibre, 

Lorsque les soudures d'une chaine formee de plusieurs metaux sont 
a des temperatures differentes, Tequilibre electriqueest-il possible sur 
cetle chaine? Pour simplifier les raisonnements, supposons la chaine 
formee seulement dedeux metaux, le metal a et le metal c etant iden- 
tiques. La question a resoudre est la suivante : La quantite C^ deter- 
minee par la relation 



T 
f 1 1 



T 

ji;= j' V*(T)rfT-[H*(T.)-lU(T,)] 

T 

+ r V«(|T)rfT-[Ha(T,)-II„(T,)], 



peut-elle etre egale a zero? 



Pour decider si Tegalite 



est possible, nous devrons tenir compte de regalile qui exprime que, 
landis qu'une charge electriquerf^ parcourt tout Ic circuit ferme. Ten- 
tropie du systeme ne varie pas. Cette egalite se deduit aisement de ce 
qui precede. 

Lorsque la charge dq traverse la soudure a la temperature T,, du 
metal a au metal 6, Tentropic du systeme augmente de 

A[H,(T,)-H«(T,)]r/7. 



r« 



Lorsque la charge dq parcourt ensuite le metal b, Tentropie aujj; 
menle de 

•^ T, 

Lorsque, en troisieme lieu, la charge rfy traverse la soudure a la tern- 



( 
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peralure Tj Hu metal 6au metal rtf, Tentropie augmente de 

Lorsque, entin, la charge dq parcourt le metal a pour revenir a son 
point de depart, Tentropie croit de 

T, 









L'egalite qui exprime que Tentropie ne varie pas est done la suivante : 



(17) 



Cetie egalile doit avoir lieu, quelle que soit <L\ Si Ton veut, en outre, 
que ^ = o, on devra avoir 

I f V«(T)./T-[H«(T,)-H«(T,)] 

^'7> j T. 

/ - f '.ui,(T)r/T4-{lI/,(T,)-H/,(T,)]=o. . 



Ces deuxegaliles peuvent-elles avoir lieu, queilesque soient les tern 
peraluresTj etT,?Dansce eas, les egalites 

, , MT) _ fx,(T) _ ^rHa(T) _ IMT) 

(19) J J -^ clTl 1^ T 

qu'on obtient en les dilTerentiant soit par rapport a T.^, soit par rap|)ort 
a T<, doivent avoir lieu, quel que soitT. 



/|20 P. DCIIEM. 

Si Ton tient complc de Tegalite (20), Tegalite (19) donne 
(21) 1L,(T) =IIa(T), 

et I'egalile (20) devient alors 

L'egalite (21) signifie que la quantite dc chaleur que Telectricite 
degage, en verlu du phenomene de Peltier, en passant du metal a au 
metal 2», est nullea toute temperature; regalite(22) signifie qucledega- 
gement dc chaleur qui constitue le phenomene de Thomson a identi- 
quement la meme valour pour les deux metauxi ces conditions neseront 
pas realisees en general si les deux metaux sont difTerenls. Done, sur 
une cliatne bimelaUiqiie dont les soudures sont a des temperatures diffe- 
rentes, Vequilibre n 'est possible que pour des systemes particuliers de valeurs 
des temperatures des deux soudures. 

En general) le systcme deviendra le siege d'un courant permaneni; 
c*est la force electromotrice de ce courant thermo-electrique qu'il s'agit 
maintenanl d*etudier. 



IV. — Formules de Sir W. Thomson et de H. Clansius. 

Sir W. Thomson (* ) et M. Clausius '\^) out cherche les premiers la 
relation qui lie la force electromotrice d'un couple ihermo-eleclrique 
aux temperatures des deux soudures. 

M. Clausius admet que Ton pent appliquer le theoreme dc Carnot 
au degagement de chaleur produit aux deux soudures en vertu des 



M) Sir W. Thomson, On a mechanical theory of thermo-electric currents [Philiy^ophit-nl 
Ma*i;azinCy 4' scric, t. Ill, p. J29). — On the dynamical theory of heat. Thcrmo^elrctric 
currents ( Kdimhourg Royal Society Trans., XXI, p. I5t3; iSSj. — Editnb. Jioj . Str. 
Proc. t. Ill, p. 91 ; i8>7). 

( *) R. ClausiI'S, Snr I'application de la Thcoric mccaniquc de la chaleur atLc phe-no- 
nu'jws thermo-c'lectrifpicf (Poggendorff's ^nnalen, I. XC, p. 5i3. — Thtforie mccrtnifptc 
dc la chaleur, Iraduit par Folic, t. II, p. 1/0). 



\ 
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lois (lecouvcrtcs par Pellier; il admet en outre que la force electro- 
molpice du couple est proportionnelle a la difference de ces deux de- 
gagements de chaleur. II arrive alors a la conclusion suivante : 

c( Dans toute chaine composee de deux substances homogenes, la 
force electromotrice doit etre proportionnelle a la difference de tem- 
perature qui a lieu enlre les deux contacts, ce que Ton peut regarder 
en general comme la regie dans le cas oii les differences de tempera- 
lure ne sont pas trop considerables Neanmoins, a clle seule, elle 

ne represente pas les phenomenes avec une exactitude complete; en 
analysant ceux-ci, surtout dans le cas oil il se presente de baules tem- 
peratures, on trouve en effet des ecarts notables qui montrent quo, 
dans la production de ces phenomenes, il y a des circonstances acces- 
soires qui agissent, et dont il n*a pas ete lenu compte dans la deduc- 
tion de ces expressions. Ce fait se manifeste surtout dans une chaine 
composee de fer et de cuivre : on sait que, lorsqu'on echauffe progres- 
sivement Tun des contacts, Tinlensite du courant, au lieu d'augmenter 
constamment, dccroit a partir d'une certaine temperature, et qu*a la 
chaleur rouge il y a meme renversement du courant (' ) ». 

Sir W. Thomson a adopte le meme point de depart que M. Clau- 
sius; mais, au lieu d'appliquer le theoreme de Carnot au seul degage- 
ment de chaleur decouvert par Peltier, il a fait enlrer en lignc de 
compte le degagement de chaleur analogue qui se produit entrc deux 
parties inegalement chaudes d'un meme metal. II a elabli ainsi des 
formules qui ne rcncontrent plus dans Texperience aucune contradic- 
tion. 

Mais la voie suivie dans Tetablissement de ces formules permet de 
douter si elles represenlent des lois exactes, quelle que soit la grandeur 
de la force electromotrice, ou bien si elles representent seulemenl des 
lois limites exactes pour les forces electromotrices infiniment faibles, et 
plus ou moins approchees pour les forces electromotrices de grandeur 
finie. Les propositions etablies dans les paragraphes precedents vont 
nous permetlre de demonlrer que les formules de Sir W. Thomson 
sont exactes, quelle que soit la valeur de la force electromotrice. 

La force electromotrice est donnee par Tegalile (i6). 



(*) Clalsius, Thcorlc mt^caniquc dc la clifiU'ur, trad. Folic, t. II, p. i5o. 
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Posons 

('<3) ! 



L'egalite (i6) pourra etre remplacee par la suivante : 

Mais I'egalile (17), qui exprime que Tentropic demeure invariablet 
a lieu quelles que soient les temperatures T, et T2. On a done, quel que 
soil T, 

cc qui peul s'ecrirc, en vertu des egaliles (23), 

L'egalile (2/1} devient alors 

(Test la formule de Sir W. Thomson. 

Tons les Traites de Physique exposent leg consequences que Sir W. 
Thomson a deduites de cette formule au moyen de considerations 
geomelriques tres simples; il est done inutile que nous nous y arre- 
tions ici. Nous aliens chercher seulement quelles consequences on 
pent en deduire si Ton neglige le degagement de chaleur qui constitue 
le phenomene de Thomson, comme M. Clausius Ta fait dans son 
Memoire sur les couranls thermo-electriques. 
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Si Ton suppose nul le degagement de rhaleur qui conslilue le phe- 
nomene dc Thomson, on a 

L'egalile (19) devient alors 

d m(T)>-H,(T) _ 
ciT T ~ 

ou bien, en designant par L une conslante particuliere aux deux 
metaux a el b, 

(5>6) H„(T)-H*(T) = LT. 

L'egalite (25) devient aiors 

L'egalite (26) exprime que le degagement de chaleur qui se pro- 
(luit, conformement a la decouverte de Peltier, lorsque releclricile 
passe du metal a au metal h ou inversement, est proportionnelle a la 
temperature absolue du contact; l'egalite (27) montre que la force 
electromotrice du couple est proportionnelle a la difTerence de tempe- 
rature des deux soudures. Lors done qu'on se place dans les condi- 
tions que M. Clausius a supposees realisees, on retrouve les resultats 
obtenus par ce pbysicien. 

Les raisonnements precedents permetlent done de donner une theorie 
complete des phenomenes tbermo-electriques. Pour trouver la diffe- 
rence de niveau potentiel qui existe aux deux extremites d'une chaino 
ihermo-electrique ouverte, nous avons fait usage de propositions dont 
la demonstration suppose exclusivement les principes fondamentaux 
de la Thermodynamique et les lois des actions entre corps electrises 
decouvertcs par Coulomb; c'est seulement pour etablir le relation, 
admise par tous les physiciens, qui lie cette difference de niveau a la 
force electromotrice du circuit ferme, que nous avons eu a invoquer 
deux autrcs principes. Nous pensons que cette marcbe, analogue a 
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ceile que nous avons suivie, dans un autre travail, pour eludier la force 
eloctromotrice de la pile vollaique, ne saurait laisser de doute sur 
Texactitude des resultats obtenus. II nous reste a niontrer que cette 
methode pennet d'expliquer certains phenomenes dont la theorie n'aii 
pas encore ete abordee ; c'est ce que nous ferons dans la seconde Parlie 
de ce Memoire, en etudiant les phenomenes pyro-electriques. 



CONSIDfiRATIONS NOUVELLES 



SUR LK 



DETERMIMNT DE SMITH ET MANSION, 



Par M. Ernest CESARO, 

^TtDIANT A L'uNIVERSITE DE ROME 



Le delei ininant de Smith el Mansion csl celui dont cliaque element 
egale une fonction queleonque» F(<,y), du plus grand commun diviseur 
des indices i eij. Soit il{x) une fonction generalement nulle, mais egale 
a I'unile pour a; = i et a (— i)^ lorsque x est le produit de t facteurs 
premiers, inegaux. Definissons une autre fonction/ par la relation 

/(x)=ix(±^ F(i) 4.fx(j) F(2) + f.(|) F(3) 4-. . .. 

On sait que, inversement, F{x) est la somme des valeurs de la fonc- 
tion /, qui correspondent aux diviseurs de x. Par exemple, avec les 
notations de Gauss etd'Euler, pour /(a:) = (f{x), ona ¥{x) =x; pour 
f[x) = X, on aF(a?) =fx, etc. Cela etant, M. Mansion a demonlre que le 

determinant 

F(i,i) F(i,2) F(i,3) ... F(i,/i) 



F(2, I) F(2,2) F(2,3) 

F(3, I) F(3,2) F(3,3) 



F(/i,i) F(A*,2) F(/i,3) 



. . V(2,n) 
F (3, /I ) 

• • ••■•■•• 

F( n, n) 



a pour valeur 



A/i=/(0/(2)/(3).../(,i). 



Dans le Journal de Battaglini (i885) et dans les NouveUes Annates, 
nous avons poursuivi I'etude du determinant A;^. Nousallonsfaired'au- 

j4nn, de r£c. Normale, 3* Serie. Tome H. — DAcembrb i885. 54 
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Ires considerations en chercliant ce que tlevient A^ lorsqu'on y sup- 
prime les colonnes et les lignes, donl les indices sont respeclivemenl 
«i, ij* • • •» 'v tit j\, ji, . . .,yv Lc determinant qui en resuUe sera repre- 
sente par la notation 

[/, it h ... h Y"- 
j\ ji 73 ... y'v J 

I/etude de A„ est basee sur la propriete suivante : 
La somme 



/^(^')F(i,x)4-/z(^)F(o.,^0 + f^(5)F(3, 



jc) -h. . ., 



nulle en general, est egale a f[n) lorsque x est dmsible par n. 

Supposons d'abord v = 2 et, dans le determinant modifie, ajoutons 
a la derniere colonne toutes lesautres, respectivement multipliees par 

a(-j, [^.(7)' ^'(t)' — Le 7"*^'"*^ element devient 



-<T.) 



F(/,,/') — .^( ^j F(/2, /•); 



mais on doit, en outre, ajouler /{n) au dernier element. En operant 
de meme sur les lignes, on irouvc que le r**""**^ element de la derniere 



ligne est 



~i^{'jj ^(./V '•) - l^{jj ^^O'u '•), 



tandis que le dernier element se change en 






II en resullc, en supposant 1, </.j, j\<ij2 

in -I) 



U; '-T-^'" 






M--o'.'.Mi).o^j[;;J'-"->-o..-'.,»,i)Ki)iJ-|-"'' 

-<--'''-'>a)'"C")lj:l'"""--''''*'-<">(.^)i:;;i'"''- 
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Soit A|y' le complement algebrique de Telement F{i,j) dans A„, de 
sorle que 

Apres avoir pose 

la derniere formule devient 

oil, pour abreger, p designe la somme «, -+- /j -hj\ -f-./2- Dans le Journal 
de Battaglini, nous avons demonlre que Ton peutecrire 



/• /; 



Nous avons done 

En supposanl que /a ne soil inferieur a aucun des nombres ^»y«,y2» 
on pent cbanger wen n - i, /z — 2, .. ., i^-^ \>l\ vient, par addition, 



^// Ly 1 A J ^/, Ly 1 y 2 J 



{/J 



r- n 



(-')p y ron «r/'-Qr; «;7"-q,'",- «!-7"-t-Qn «/7"i 



r = 1,-4- 1 



Appliquons les memos transformations au cas de n = i^. Nous trou- 
vons sans peine 

[/;;i]"''=-'->'K70<'';""<-'"''tt)*""- 
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Oil hien, en observant que (J!.(i)= i> 

Gonseqiiemment, si nous coneevons que la quantite a^y^ soil nolle 
lorsque n est inferieur a Tun des indices, ce qui est d'accord avec Tex- 
pression que nous en avons donnee en fonction des quanlites Q, nous 
pourrons ecrire 



t' = n 



r--2 



Or il est evident que 






En consequence, si Ton observe que 



QiH Qyi' = 



.r 



Ki)'^(7)Kf) 



y'(-^) 






on irouve definitivement 



1 V ix L~\^"^ 

La relation que nous vcnons d'obtenir se deduit d'une autre plus 
generale, que nousfournit immediatemenl la iheorie des determinants 
reciproques. Observons d'abord que, d'apres les notations adoptees, Ic 
complement algebrique du mineur 



F(^*i>yt) F(/i,yi) 
F(/„yO F(i,,yo 



F(«8,yj) 
^('3,73) 



F(^pyv) F(ij5,yv) V(hyjy) 



est 



Lyi /i y? • • • yvj 



ou 



pr=f,-h £, 



FdWi) 

F(«v,yj) 
F(^,y8) 

F(/v,yv) 



-4- ... 4- /v4-y, -Hy,4-. . . -+-/ 
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On sait, d'ailleurs, que le mineur bomologue, dans le determinant 
reciproque de A,,, est precisement egal au complement donl il s'agit, 
multiplie par la (v — i )"'*"* puissance de A„. On en deduit aisement 



(- 



/(i)/(2) 









a 



a 



'i/i 



«.-7 






a 






(/I) 



a 



a 



in) 
i%Jt 

in) 



«(«.' 
^'«/« 



a 



(n) 



a 






*v/i 



a 



(rt) 






Arretons-nousde nouveau au cas de v = 2, etsupposonsif = j\= i, 
/.J =y^ =2, de sorle que le determinant resultant est celui qui a 
F(i -h 2,y 4- 2) pour element general. On a 









=S 



["C) i-fi) 



^(*)f^ 



(0]" 



t\r)As) 



r,s 



oil /• et ^ doivent varier, separement, de i a n. Si Ton veut considerer 
exclusivement les valeurs de r et de s, qui donnent des termes diffe- 
rents dezero, on doit remarquer qu'elles ne sont liees an par d'autres 
conditions que de lui etre inferieures, de sorte qu'il est possible deles 
calculer une fois pour toutes, en supprimant, ensuite, celles qui sur- 
passent n. Le numerateur 



[^(,)H(i)-M,)^(:)]' 



ne pent avoir que les valeurs i et o : cherchons pour quelles valeurs 
de r et 5 il est egal a Tunite. Si Ton designe par w,, Wa, m,* ••• les 
termes de la serie 

I, 3, 5, 7, II, i3, i5, 17, 19, 21, a3, 29, 3i, 33, 35, ..., 

qui sont impairs et prives de facteurs carres, on reconnait que trois 
hypotheses seulement sont possibles : 

r=Ui, s=z2Uj; r=i//, 5 = 4wy; r=2i/,, sziz^uj. 
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/• = oe 



»-^« 



/•^ « 



1=1 r - 1 






On a 



a;; L.J =»c-H(:A + An. 



en laisanl/(a:) = a: pour ^> /i, ce qui est permis, vu qu*il n'y a p«is 
lieu (le considerer, dans le determinant donne, des valeurs dey(a:), 
pour lesquelles x surpasse n. Ainsi, dans le eas de /i = 5, on Irouve 

F(3,3) FlS.I) F(3,5) 
F(4,3) ¥(!,/,) F(4,5) 
F(5,3) F(r>/0 F(5,5) 
/(i)^-/(3) f{i) 



/(O 
/(O 



y(0 

/(i)-+-/(2)-^/(4) /(I) 



/(O 



AO-^/C^) 



=/(0/(2)/(3)/(4)/(5) |j:^7y^ 



) /(0/(4) /(2)y(3) '/(2).A4) 



-f- 



/(2)/(5) /(3)/(4) /(4 
Soit encore, n etant queIcoDque,/(x) = a?*, et posons 



a4)A5)J 



2* 



1 



4^ 



5^- 



On obtient aisement 



A = 2* B = 






•va- 



2' 



I 5JA 



et, par suite, pour n indefiniment grand, 



lim 



[i 2J 2' 



A_i_ 2* 



(I. 2. 3.../l)^ 2'^(2*H- 



-0* \S,k 



)• 



En particulier, pour ^ = 2, on trouve que, sili„ est le ddlerminanU de 
degre /? — - 2, dont chaqiie element^ aux indices i elj\ represente la somme 
des carres des dwiseurs communs a i -^ 2 e/y -l- 2, on a 
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Nous trouvons aussi, en faisant v = 3, Tegalile 

Soicnt i',, v'a, ^.i, ... les lermes de la scrie i, 5, 7, 11, i3, 17, . . .• 

premiers ou produils de nombres premiers, inegaux,aulresque 2 el '.\. 

Posons 

I I I 

En supposant/(a?) = oo , pour a;> /i, on trouve 

a^,'*,^ = (7, -h a, -+- ^3 -h (76, a',"; = (Tc, 

«i 1' = ff i -+- <74 H- Ce -H ^u, ^s"' = — (^3 -H <76), 

Par suite, 

I fi 2 3T"^_ 
A~ I -J ^ — O'jO'sO'g-H O'lffjCsH- Ciasffe-f- aiffj^a 

-^ (<7i + <72) (^3 ■+- ffe) (o"* H- (7„) -h (cr, H- 73) (^2 H- ^b) ((T9 4- a, H ) 
-h (^1 4- a, 4- aj + (Tfi ) ((Ti -+- a, J ) ((T9 4- a,8 ). 

On voit done que le second membre se reduit a une somme de quan- 
tites analogues a tt-t-tt-t^pt— : > ou a?, v, z sont Irois nombres non su- 

perieursa/i, etdifferenls entre eux. Si i'on cherche a generaliser par 
induction les proprietes qui precedent, on est conduit a enoncer le 
theoreme que voici : 

Le determinant, de degre « — v, dont I 'element general est F [i 4- v,y4- v), 
est egal a la somme de certains produils, n — ^ a n — v, des nomhns 

/•(i),/(a),/(3)....,/(n). 

Pourv = o, on relrouve immedialement le theoreme de M. Mansion. 
On a vu que le theoreme est encore vrai pour v = i , v = a, v = 3. Dans 
le cas de V = /i — I, le determinant se reduit a F(/i), et il doilelre egal 
a la somme de quelques-uns des nombres/(i),/(2), ...,/( /i), ce qui 
est exact : il suffit que x divise n pour que/(:r) fasse parlie de la 
somme en question. On verifie facilement le theoreme dans les cas do 
V = /I — 2, /I — 3, Subsiste-t-il en general ? Quoi qu'il en soit, on 
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aurait tortde croireque, plus generalemenl, loutmineurdeA;,, d'ordre 
V, est, en valeur absolue, une somme de produits v a v des nombrcs 
/*(i),/(2), ...,/(/i). II est, en effet, bien aise de trouver des mineurs 
qui ne possedent pas cette propriete. II en est ainsi, par exemple, du 

mineur 

F(i,y) F(i» 

V{n,j) F(/i,/i) ' 

toules les fois que n a des facteurs communs avee les quotients de i et 
dey par leur plus grand commun diviseur. Cependant, les mineurs de 
Tordre n — i satisfont toujours au theoreme, ainsi que ceux du pre- 
mier ordre. Reprenons, en effet, la formule 



ir=i.y 



(iMz) 



/• 



oil Ton suppose/(a7) = oo , pour a?>n. Si m est le plus petit multiple 
commun de eet dey, et que Ton represente par i'ety' les quotients de 
i et dey par leur plus grand diviseur commun, il est clair que Ton pent 
ecrire 

r 

en sous-entendant que les valeurs attribuees a rsoient premieres avec 
i' eij\ et n'admettent pas de facteurs carr6s. Si i'f admet des facteurs 
Carres, A\j est nul, quel que soit n : dans le cas contraire, on voit que 
A -y' est egal, en valeur absolue, a la somme de certains produits n — i 
h n — I des nombres/(i),/(2), ...,/(n). En particulier, 



Air=/(0/(2).../(/^)[^ 



...]. 



•) /(20 y(3i) f(5i) /(60 

L'expression de (x!/j est tres utile pour repondre a la question posee 
plus haut. Ondevrait etudier, en effet, le determinant 



V'«' = 



a 



ot 



ot 



in) 
14 

(/») 
SI 

31 



a 



a 



a 



(«) 

12 

(1) 
IS 

in) 
82 



a 



a 



a 



(ft) 

13 

(«) 
23 

(rt) 
38 



OE|V 



) 



ait 



«it^ 



Kvl 



«v2 «V8 



Wvv i 



( 
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(lont la i'^^^ colonne peut elre ecrite comme il suit : 



(i),(|),.,(£),0),.,(.3),(3), 



t)^?)'-"' 



G)''(7)''"^''(0''0)^'^K0''(?)-'^"--^''C")f'(?)^'"' 



(5)F(;)?.+f*(|)f*(7)^.+f^(|)f*(f)':3 



H 






^)^(j)'^'^^(ji)^(j)'' 



f^l-jFU)-^3 



^)'^(7)'-"- 



Pour simplifier I'ecriture, nous represenlons parE^ I'inverse <le/(rj, 
Cela etant, on voit que le deleiminant considere est decomposable en 
wvautres determinants. Si Ton ne considere, dans la i^*"™® colonne, que 
les termes contenant Eg., le determinant partiel correspondant a pour 
element general 

II est done egal a 

?£.?£,?£, . . . ^,^^^il j ^(^L* j ^(^^J . . . ^^i" j M^e., £, £,). 

oil Ton a pose 



^(€1.61 £v) — 



(.) ,(L.) ,(L.) ... ,(L.) 



Kt) Ks) K?) 

"('i) KS) Kt) 

kS ^(?) '^(^) 



Ci) 



£v 



Si deux quanlites e sont egales cntre elles, M est nul. Par suite, le 
determinant V est bien une combinaison lineaire des produits v a v des 
quantites ^|, ^2, ..., ^^'^ in2i\s il faudrait faire voir que cliacun de ces 
produits entre dans Texpression de V, avec le coefficient o ou i. Du 
reste, ayant pris v nombres inegaux £|, 62, ..., Cy, non superieurs a n, 
il est facile de chercber le coefficient du produit 5c,. Cg^, ...» Eg,. Per- 

jinn, de i'/lc, Normale, 3* Serie. Tome II. — DftCEinRB i8S5. 55 
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inutons les indices 1,^,3, . . . , v des quantites e de toutes les maniercs 
possibles : suivant que la permutation t,, tj, t.,, ..., t^ obtenue est de 
la premiere ou de la seconde classe, on a 



M 



-"(Stj.Stj St^) 



- — M,£,,S, g^., 



11 en resulte que le coefficient cberche est 



M 



" "S='Kt)Kt)-Kv)=«-- 



Consequeniment 



" "Z As,) As,) fie,)... 



/(fiv) 



les nombres £ formant, de toutes les manieres possibles, une combinaison 

de V nombres entiers, non superieurs a n. 11 resterait done a rechercber 

si les determinants M peuvent avoir d'autres valeurs que o, -t- i, — i. 

II serait interessant d'etudier, plus generalement, le determinant 



<\vjr 'El, £|i • • •. £v^ 



te) 






H- 



fii 



< 



S) KS) 






f'S 



^8 



fly 



TQv/ 



qui, probablement, ne differe pas de I'unile, en valeur absolue, a moins 
qu'il ne soit nul. En operant comme ci-dessus, on trouve facilement hi 
formulf* 



( — n? 









~Z/ 



/(i).A^).../('0 



lil. £i, • • •. £*' «Y|r '£|»£si 



(£,)/(£2).../(£v) 






d'apres laquelle tout mineur do A„ serait une sommea/^eftri^Mede pro- 
duits V a V des nombrcs/^iu/v 2), ... , /in], Tordre du mineur elant v. 
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Nous pourrions, d'ailleurs, par la simple derivalion desdetenninanls V, 
relativoinenl a chacjiie variable ^, nous assurer que celle-ci entre liiieai- 
rement dans le determinant considere. Nous reprendrons bienlol Tetude 
des <leterminants .m, vi d'aulres determinants arillimetiques qui s'en 
deduisent. 
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INTRODUCTION. 

On connait les travaux recents de M. Weierslrass sur les fonctions 
analytiques uniformes de variables imaginaires. Dans le cas de plu- 
sieurs variables independantes, on fait un frequent iisage des series 
ordonnees suivanl les puissances enlieres, positives et croissantes des 
variables. II m*a paru qu'il ne serait pas sans utilite de reunir les pro- 
prietes les plus importantes de ces series, en les demontrant d*une 
maniere rigoureuse, et de montrer par quelques theoremes le protit 
qu'on pent en tirer pour la theorie des fonclions de plusieurs variables. 
C'est la le but de ee travail. 

Un premier Chapitre est consacre aux definitions et a la demonstra- 
tion de quelques theoremes preliminaires. 

Dans le second Chapitre, on demontre qu*une serie qui s*annule 
pour Torigine des coordonnees pent etre mise, dans un domaine conve- 
nablement choisi de ce point, sous forme d'un produit de deux fac- 
leurs donl Tun est une serie qui ne s'annule en aucun point du domaine, 
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et Taulro un polynome entier relativemenl a Tune des variables. Ce 
theoreme, du a M. Weierslrass, sera d'uii usage frequent dans la suite. 
Nous en avons deduit la demonstration de plusieurs consequences, 
relatives aux zeros d'une serie etaux zeros comuiuns a deux series. 

La divisibilite des series fait Tobjet de la troisieme Partie. So et S, 
representant deux series, si Ton peut fixer un domaine de I'origine 
dans lequel on ait 80 = 8,82, 82 etant une nouvelle serie, M. \Yeier- 
strass dit que 8© est dmsible par 8,. Je donne, d*apres ce geometre, 
les conditions pour qu'une serie soit divisible par une autre, et les 
conditions pour que deux series admettent des diviscurs communs. 
Lorsque deux series admettent des diviseurs communs, on peut former 
une troisieme serie qui possede, relativement aux deux premieres, des 
proprietes tout a fait analogues aux proprietes du plus grand commun 
diviseur de deux polynomes entiers. J'ai insisle sur Tanalogie qui 
existe enlre les theoremes relatifs a la divisibilite des polyndmes et 
ceux qui se rapportent a la divisibilite des series. Je donne, a ce pro- 
pos, quelques theoremes que je crois nouveaux; en parliculier ceux 
qui permettent de definir le plus petit multiple commun de deux 
series. 

Dans la quatrieme Partie, les proprietes des series sont appliquees 
a Tetude des points singuliers des fonctions uniformes de plusieurs 
variables imaginaires independantes. A ce sujet, pour citer un exemple, 
je demontre un theoreme que Ton peut considerer comme une g6nera> 
lisation d'un theoreme de M.Mittag-Lefflersur les fonctions d'une seule 
variable. En se plaQant a un point de vue different, M. Appell a indi- 
que (*) une autre generalisation du meme theoreme. Je lermine en 
prouvantque toute fonction depourvue de points singuliers essentiels 
est une fraction rationnelle. Ce theoreme, qui n*est pas sans impor- 
tance, a ete enonce par M. Weierstrass. Je ne crois pas qu'on en ait 
encore donne une demonstration complete. 

Je dois ajouter que j'ai pris les premiers elements de mon travail 
dans une Note communiquee par M. Weierstrass a la 8oci6tc mathe- 
matique de Berlin : Einige aufdie Theorie der analytischen Functionen 



(>) Acta mathematica, t. II, Cahier I, p. 71, et t. IV, Cahier IV, p. 3!i6. 
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mehrerer verdndeilichen sich beziehende Scitze, zusammengeslelU und 
dem mathematischen Vtrein zu Berlin zur Veroffentlichung iibergeben 
von Professor If C. Weiers trass ( * ) . 



I. 
Definitions. 

Soient z^, z., z^^ n variables imaginaires independaDtes. Nous 

les representerons geometriquement sur des plans differents. Si a^, 
a.^, ..., a, sont n valeurs attribuees respectivement a chacune de ees 
variables, on dit que ce sysleme de valeurs constitue un point, et Ton 
appelle ce point le point a. 

Sur le plan oil est liguree la variable Zt imaginons une aire A|, sur 
le plan de z^ une aire A^, etc., et enfin sur le plan de z,^ une aire A„. 
On considere I'ensemble de ces aires A|, A., ..., A^ comme formant 
Vaire A. On dit qu'un point est pris dans I'aire A lorsqu'il est forme 
par un systeme de valeurs a,, a^, ..., a^f respectivement representees 
geo.metriquement par des points situes, le premier dans Taire A^ '(* 
second dans I'aire A^, etc., le dernier dans Taire A^. 

On nomme, en particulier, domaine 8 du point a Taire formee par 
les cercles decrils sur le plan de chacune des variables avec les rayons 
5,, 82 ^n 6t sivec les centres rcspectifs a,, a.^ a,j. 

Cette definition pent se remplacer par la suivante. Uesignons par le 
symbole 



le module de I'expression imaginaire zi — a^. Alors, pour tout point du 
domaine $ du point a, on a la relation 

et, reciproquement, tout point verifiant cette relation appartienl au 
domaine d du point a. 



(') Aulogr. Druck von IL-S. Hermann in Berlin, S. W. Beutlistrasso, 8. 
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Si Tun des points a^ est situe a rinfini, Up par exemple, on rempla- 
cera dans la definition precedenle I'expression \zp— ap\ par pj— .- 

/(:;,, :jm, .... z^) etant une fonction des variables z, on appelle va- 
tear de ceUe fonction au point a la valeur que prend /{s^, z,,, . . ., z^) 
lorsqu'on altribue respectivement aux variables z^.z^, •• •» 2« les va- 

leurs a,, a^ «„. Si la fonction /(s,, z., z^) est uniforme dans 

Taire A, el si, en outre, pour chaque point de cette aire la fonction est 
continue et admet une derivee partielle par rapport a cbacune des va- 
riables 2, on dit que/(5,, z^, . .., z^) est holomorphe dans raire A. 

Nous considererons, dans la suite, des series dans les termes des- 
quelles les variables z ne figureront qu'a des puissances enlieres el 
positives. II importe d'indiquer dans quel ordre seront ranges les 
termes. Designons par P;^ le polynome, homogene et du degre /i, forme 
par les termes du /i'**'"^ degre par rapport a toutes les variables. Nous 
ordonnons V^ par rapport aux puissances decroissantes de 2|. Les coef- 
ficients de ce polynome sontdespolynomes homogenes ensa, Sj, ...•5;„. 
Soil Q Pun d'eux. Nous ordonnons Q par rapport aux puissances de- 
croissantes de z.,. Les coefficients des puissances de z^ dans le poly- 
nome Q ecrit de cette faQon sont des polynomes en a, z^. Nous 

ordonnons cbacun d*eux suivant les puissances decroissantes de Zj, et 
ainsi de suite. Nous ecrirons alors les termes de la serie dans Tordre 

suivant : 

Po -h Pi 4- Fj -f- . . . 4- P„ 4- — 

Pour abreger le langage, nous nommerons une lelle serie une serie en- 
tiereen z^, z., z^. Une serie entiere sera representee par le symbole 

Vj, Vj, ... V|, ^ « 

7 -^v,,'/, v«*'i -'x • • • ^« > 

v,.v, V„r=0 

les A elanl des constantes. 

THEORfeME I. ~ Etant donnee une serie entiere en z,,- 5^, .... s^, si les 
modules des termes sont tous finis pour les valeurs des variables qui veri- 
fient les relations 

1-^/1 == ri {i^zz I, 2, . . ., /i), 
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la sdrie sera cotwergente pour tout systeme de valeurs lelles que I on ail 

I -/!</•/• (/=i,2, ...,/0. 
Soil la serie 



v,.v, v„ = * 

V,.V,, ....V„nO 



Prenons des valeurs positives r,, . . ., r^,, telles que Ton ait 

/•; </•, (/= 1,2, . . ., w), 

et ecrivoDs les progressions geometriques decroissanles 












Formons la serie 



I -+- -- H- — 4- . . . -r- — 
'1 /'f /•// 






(lont les termes sont ranges dans Tordre suivant lequel on ecriraitceux 

r' r 

d'une serie entiere en — ? •••, —• Cette serie est convergente. Pour le 

prouver, il suffit de nrjontrer que la somme de tons les termes dont le 

degre par rapport aux quotients -7 ne depasse pas le nombne entier p 

reste finie quand p croit indefiniment. Designons cette somme par ^^ 
et appelons Sy\ .... S'^^ les sommes analogues pour chacune des se- 
ries (1). On a 
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Or les series (i) sont convergentes. Le produit S^^*^S^^\.. S^'^ reste 
(lone fini lorsque p croit indefinimeDtt et par suite il en est de meme 
pour Ip, 
Cela pose, soilOv, v„ 'e module de Ay, v.- Les quanlites 

^v.....,v, ^{•'•*i«.../'«'' (vi, ...,v^ = 0, ...,oo) 

etanlfinies, si nous multiplions respeclivement par ehacune d'elles les 
lermes correspondanls de la serie (2), nous obtiendrons une serie con- 
vergente. Celte nouvelle serie est precisement formee par les modules 
des termes de la serie donnee. La serie donnee est done convergente 
pour tout sysleme de valeurs des variables verifiant les relations 



Remanjue. — La serie (2), dont les termes sont positifs, reste con- 
vergente quel que soit Tordre dans lequel on dispose ses termes. II en 
resulte que, si Ton ecrit dans un autre ordre les termes de la serie donnee, 
on obtient encore une serie convergente. Ayant, en effet, clioisi une dis- 
position des termes pour la serie consideree, ^crivons les termes de (2) 

de maniere que les termes Av„...,v«2V" -^l" ^^ (~) "• ("^ ) " occupenl 

le meme rang dans les deux series. La nouvelle serie \ (t^) • •(—)" 

etant convergente, nous demontrerons, en raisonnant comme plus haul, 
que les modules des termes de la nouvelle serie 2Av v s\' ... zl" for- 
ment une suite convergente. La serie consideree est done elle-meme 
convergente. 

II importe d'observer que, pour le point considere, non seulement la 
serie converge, mais aussi la serie formee par les modules des termes. 

Cercle de convergence. — Supposons que, pour le point a, les modules 
des termes d'une serie entiere soient tons finis. Sur le plan de chaque 
variable decrivons un cercle ayant I'origine pour centre et passant au 
point correspondant a/. Nous avons ainsi une aire A telle que pour cha- 
cun de ses points la serie est absolument convergente ainsi que la serie 
des modules. Nous nommerons une telle aire un cercle de convergence. 

De la resulte encore une consequence importanle. Une serie entiere 
peut renfermer une infinite de termes dans lesquels la variable js/ figure 
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a la puissance/?. Ces termes forment eux-memesuneserieconvergente, 
puisque la serie des modules est convergente. Par suite, pour tout point 
du cercle de convergence, une serie entiere pent s'ecrire 

les P designant des series entieres par rapport aux autres variables z, 
series qui admettent toutes pour cercle de convergence celui de la serie 
donnee. 

TuEORfeME II. — Une serie entiere en z ,,..., s,^, ayanl A pour cercle dc 
convergence, est unefonction holomorphe des variables z dans r aire A. 

En eflFet, si Ton attribue a n — i des variables des valeurs choisies 
arbitrairement dans A, la serie devient une fonction de la /i*^"** variable, 
et Ton salt que cette fonction est holomorphe dans la portion de A eor- 
respondant a cette variable. Des lors, il est clair que la serie est holo- 
morphe par rapport aux variables z. 

TuEORfeME III. — /[z^,z^, .... z^) dcsignant une fonction des varia- 
bles z qui est holomorphe dans une aire A formee de cercles ayant les di- 
verses origines pour centres^ on peut former une sirie entiere 



X i -V, -V- 

Vj.....v„ = o 



admettant A pour cercle de convergence et telle quon ait pour tout point 
deA 

V,. .,.v„=0 

TuEORfeME IV. — Deux fonctions holomorphes dans une aire A, qui 
prennent la mime valeur en chaque point d'une aire a comprise dans A, 
prennent la mime valeur en chaque point de A. 

Soient les fonctions F(5,, z^, . ...z^) eif{Zi, z.^, .. ., z„). Posons 

r {z^f -Cj, . . . y Zn) J\^lj -^Ji • • • > */»•) ^^ ^(Zii Z^, , , . ^ Zn)* 



(*) Voir Iht^orie des Fonctions elUptiques, par MM. Briot ct Bouquet, a" Edition, p. 16C. 
Ann,de VEc. Normalc. 3* Serie. Tome II. S*2 
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(p est une fondion holomorphe dans A. Solent b^^bi, ..., fr^^des valeurs 

prises arbilrairement dans a^, a,, . .., «„. La fonction <p(z,» b^ b^) 

est holomorphe dans A« et s'annule en tous les points de ol^ qui est 
comprise dans A,. La fonction 9 s*annule done si Ton attribue a z^ une 
valeur quelconque dans Taire A, et a ^j* • •• ^n dcs valeurs prises res- 
pectivement dansa^, ...,a;,. Considerons maintenaut^fciyZa,^^, ..., b„)^ 
oil c^ designe une valeur prise arbitrairement dans A,, fcj, . . ., ^n ayanl 
h) meme signification que plus haut. On a une fonction de z^ qui est 
holomorphe dans A2 et nulle pour tout point de a^- Cette fonction est 
done nulle dans Ag. C'est-a-dire que la fonction 9 s^annule si Ton attri- 
bue a z, une valeur prise arbitrairement dans A<, a Sj une valeur prise 
arbitrairement dans A2, a z^, .... z^^ des valeurs arbitraires choisies 
dansa,, ..., a.^. On verra de meme que, si Ton prend arbitrairement 
3,, Z3, z^ dans A^, A2, A3, 9 est encore nulle, et ainsi de suite. Letheo- 
reme est done demontre. 

On pent observer qu*une serie entiere etant holomorphe dans Taire 
ou elle est convergente, si deux series prennent la meme valeur en tous 
les points d'un domaine compris dans Faire de convergence, elles pren- 
dront la meme valeur en tout point de cette aire. 

11. 
Sur les series enti^res qui s'annulent k rorigine. 

Soit S(z,,^2' •• •» ^n] tine serie entiere en z^, z.,, . . ., 3^, convergente 
dans Taire A, et qui s'annule a Torigine. On peul former un domaine J 
de Torigine dans lequel il y a un nombre infini de points pour lesquels 
S = o. De plus, si Ton se donnc arbitrairement, dans le domaine $, les 
valeurs de n — i des variables js, les valeurs de la n}^^^ qu'il faut leur 
joindre pour obtenir uh zero de la serie sont fournies par une equation 
algebrique. Ces resultats sont la consequence d'un theoreme fonda- 
mental du a M. Weierstrass et relatif a une forme particuliere qu'on 
pent donner a la serie S dans un domaine de Torigine. 

Nous etablirons d'abord un theoreme preliminaire. 

Theoreme V. — Soit 8(2,; z.^^ . . ., 3„) une serie entiere en z , z^^ 

ayant A pour cercle de convergence et qui s'annule a rorigine. S 
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S(s,,o, ...,o) nest pas nullepour toute valeur de z^yOn peul determiner 
trots nombres positifs p^, p,, p, p^ etant inferieur a p, tels que pour tout 
systeme de vaUurs des variables qui verijie les relations 

on ait identiquement 

. V - -H BO 

-^— =^//lCj -h ,i?^ ( C I ) -h y ffv(-^2> -^3, • • • »^/i) ■^^• 



V = — 80 



m designe le plus petit exposant de z , dans la serie entiere S (z , , o, . . . , o) ; 

les nombres v sont des entiers; 
g[z^) est une serie entiere en c, convergente pour les valeurs telles que 

Po<hi|</5; 
enjin les (j sont des series entieres en s^, . . ., c,,, qui admettent jO, pour 

cercle de convergence et s'annulent toutes a rorigine^ (j*_, etant identi- 
quement nulle. 

La serie S esl absolument eoDvergerite dans A. Si on Tordonne par 
rapport aux puissances croissantes de s, on obtient une nouvelle serie 
convergente, dans laquelle lescoefTicients des diverses puissances de z^ 

seront eux-menjes des series enlieresconvergentes par rapport a :?2» •••. 
5;,. Prenons dans eel ordrc les termes de la serie S. Representons par 
So (^4) la serie obtenue en annulant dans la precedente les variables 
^11 • • •• ^/i» ct posons 

So est une function de z^ qui est holomorpbe dans A et s'annule pour 
3, =0. Nous pouvons tracer de I'origine comrne centre, dansTaireA, 
deux cercles de rayons p et po (p«< p)» de maniere que So soit diffe- 
rente de o pour tons les points compris enlre ces deux cercles. S, est 
nussi une fonction bolomorpbo des variables z,, . . .. ^^^ ^^Qs '^ cercle 
de convergence. Si Ton prend z.,^=z^ — ...=Zn^=Oy S, s'annule 
quelle que soit la valeur attribuec a 5, . Des lors, S, ne contient aucun 
terme independant des variables So, ..., z^. II en resulle qu*on peul 
prendre un nouveau nombre positif p,, tel que, pour les valeurs qui 
satisfont aux inegalites 

I -i|<?I (^--=2.3,.. .,/i), 



S.I2 
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on ait 



|S,|<|So|, 



Taire formee par les cercles p, etant comprise dans A. Considerons un 
sysleme quelconque de valeurs pours,, jc^* •••• ^nVerifiant les inega- 
lites precedentes. On a 



1 I _ 1 S| 



»-» A I • • • ~T~ 



^0 



^0 — ^1 3o 



Comme 



So 



< I, le dernier lerme tend vers o quand n croit indefini- 



ment, et Ton pent eerire 



x = 



HI 



On a done 



X = o 









A = 



ou bien 












Mais 



. . cXh-1 

X=:l 



S>; 






\= I 



I d S 







A 



sj 



^Y' ^ ^-1 s>- 



v^ gx— 1 ^ s^ in s^ 
et, comme les trois series X -^' Xs^' Xs^ '*^^"^ convergentes, 

X=i ° X=i ® X=i ^ 

S 

" * < I et puisque S© ^ o, on pent eerire 



puisque 



s. 



et Ton a 



cX^ 



Z s^,-^> Z si ~ Zxd^iVSo/ ' 

X=i X=i X=i 



dz^ dz^ __^ I d /Si\^ 

"s" "" "s: 



Zu ^ dzx \So/ 

X=i 



/ 
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torment aulanl de series convergentes, et la somme de ces nouvellcs 
series est la valeur de la serie a double entree. 2, figurant a lu menie 
puissance dans lous les termesd'une meme colonne, on peut ecrire 

A = I V = — «e 

oil les c/ sont des series entieres en z.^, .... z^, toutes convergenles 
dans Taire consideree. De plus, les termesde ces series s^annulent lous 
pour z.^= S3 =: . . . =: z,, —o, puisque cela arrivait pour les series cj de 
la forniule {2). 

Mais rhypolhese So = A<-h B<'' ' -f- . . . donne 

-T-^ Ah B ;;,-+-... 

— - z= m -~* — 



t^Q A -}- l> Cj -h . . . 

La tVaclion est une fonction holomorphe de :;,, qui se reduit a Tunite 
pour z^ =0. On peut la representor par 1 -^ g{Zi)f ou g" designe une 
serie entiere en z^, sans terme constant. On peut done ecrire 



^^1 -I / X 

g{z^) etant une serie entiere en 5<, convergente dans I'aire consideree 
On a alors, a cause des formules (i), (2) et (3), 



<)Zi 



. -I- X 

^ —mz-'^g{z,)— ^^- \ Cl'^{z,....,z„)z\, 



yz= — « 



relation qu'on peut ecrire 

dz 



— — nlz^ -T-^(wi)-f- y ^{y(Zi, , . . , z„)z\ 



V:^- 



-f-oe 



en posant 



V=r — ,ae "f =l — tn 
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Remarc|uons que Ic second inembre ne conlieiuira pas de terme en 
z~\ e'est-a-dire que cj_, est idenliquenient nulle. 
On a done la relation qu'il lallait etablir. 

Theoreme VI. — S designant line serie cnliere en z,, ..., z„, ad- 

mettant A pour cercle de convergence, nulle a VoriginCy el telle que 

S(3,, o o) ne soil pas nulle pour toule valeur de xj,, on peut fixer 

iin nombre posiiif ^[^ ^ A) lei quon ail, pour chaque poinl du domaine 

55 de iorigine^ 

S = PS'. 

S' designe une serie enliere en z^^ . ., s^j. convergenle dans % el qui ne 
s'annule en aucun point de ce domaine. 

P est un polyndme enlier par rapport a la variable z ^ ; son degre est le 
plusfaible exposanl de z^ dans S(Z| , o, . . ., o), el ses coefficients sont des 
series entieres par rapport aux autres variables, series qui convergent dans 
55 el s'annulent a I'origine, 

Posons, comme dans le theoreme precedent, 

^oC-^l) ^^ 3(^l» O, . . . , O), 

S(Cl, . . . , V,, ) = hy (-J| ) — ^1 (^i« • ' • 1 ^n)t 

et prenons les nombres p, po, p,. comme il a ete explique plus haut. 
Pour tout systeme de valeurs des variables verifiant les inegalites 

r>o< l-i|<?' I -i|<pi» (' = 2, . . ., n), 

on aura 

v=— • 

les notations conservant le meme sens. Altribuons \i z^y . . . , z„ des va- 
leurs arbitraires dans les limites considerees. S devient une fonction de 
3,, holomorphe dans le cercle p. Dans ce cercle, il y a des points ou S 

■ -- ■ 

s'annule. Car, si cela n'avait pas lieu, le quotient— ^ serait holo- 
morphe et pourrait ctre developpe en serie entiere en z^\ cette serie 
devrait presenter les memes termes que le second membre de la for- 
mule (i); or, dans ce second membre, tigure le terme mz'\ et Ton sait 
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-+-X 



que ni g{z^) ni \ (j\(zj| ^,i)^\ ne conliennenl de terme en z\^. 



V = — oo 



Cela pose, S etant UQe fonction liolomorphe de Zf, sesracines sont en 
nombre limite, et chacune est d'un degre entier et fini. Soient a^, 
^2, . . ., a^ ces racines, chacune d'elles etant r^petee autant de fois que 
I'indique son degre. Lasomme 

y J. f — — •— -— , . , — 

S Z^ ^^ Cl\ Z^ — flfj Zi — ~ Clp 

est finie pour les valeurs considerees de 2^. Ceci est evident pour les 
valeurs differentes des racines. Considerons la valeurs,. On a 

, q etant un nombre entier positif, et ^ une fonction holomorphe de r,, 
differente de o pour js, = a,. Des lors, 



, 


dzi q dzx 






S ^\— CLx ' ^ ' 




c)S 


d'\ 




i)z^ 1 


I dzy I 


1 


S Zy — ai 


z^ — Op \t Zy — a^ 





cir, ' s ap elant les racines differentes de a,, et ii est Evident que le 
second membre prend une valeur finie pour 2, = rt<. La somme (2) 
pent done 6lre developpee en serie entiere en 5,, R (5,). Donnons a z^ 
des valeurs telles que 

p>l-i|>|«/| (1 = 1, ...,p) 
et 

1-1 1 > Pe- 
on aura, pour Tune quelconque de ces valeurs, 



■wj — fl| J| — Gfj -S| — CLp 
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Mais, puisque I zJ >|rT,|, on peut developper en serie conver- 

genie 



h flr, — -h rt? -T -+- . . . 4- a^ 



1 *'! *"! ^1 



et (le ineme pour les quotients » • • » Si Ton pose alors 

on aura 

OB 

(3) . -^=R(=,)+]^Qv.=7"-'- 

dz 

Le quotient -^ etant une fonclion holomorphe de 5, dans Taire com- 
prise entre les deux cercles po et p, qui ont i'origine pour centre, le 
theoreme de Laurent fait voir que les coefficients des memes puis- 
sances de :;, dans les seconds membres des relations (i) et (3) doivenl 
etre egaux. Egalant les coefficients des puissances negatives de :?,, on 

aura 

Qo = /w, 

(1) \ 

0/ = <(-/>,, 



ce qui montre que les somines Q peuvent se calculer au moyen des coef- 
ficients des series ff, c'est-a-dire au moyen des coefficients de S. On 
pent maintenant ecrire la relation (1) 



dz^ 

V— v=o 



g 



(^1) ~*~ ^ {fvC-^Jj ' ' 'i ^n)^\-^ f^^^x -H ^ 9-v('*'i» • • • > ^n)^\ 



ou encore, d'apres (4)» 

— ^— =^ O ( ^l ) ~^ ^ f/v ( ^t) • • • » ^/i ) ^^ -+" ^ Qv - 1 '~ • 

V=:0 V=rO 

Ann. de I'Ec. Xormale. 3* Scrie. Tome II. ^ »5.3 
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Puisque Qo = /w, on a aussi/? = m. Posons 

Les coefficients de P s'expriment en fonclion des sommes Q au moyen 
des formules de Newton 

Pt--Oi, 
2P, = -Q,-QiP„ 



Till „i — y^ffi • • • Vj 1 * w - 1 • 

On voit done, en considerant les formules (4), que les coefficients 
P,, . . ., \\ sont des series entieres en z^, . . ., s,^, cunverg6nles dans le 
domaine p, et qui s'annulenl toutes a Torigine. 

La serie \ ffv(22» •• •> ^/i)^^ peutetre consideree comnie la derivce 
par rapport a z^ d'une autre serie entiere 



00 



V H- I 
v = o 






et de meme pourg-(5j. Posons 



r (5,, . . . , Zn)-=. I S^\Z\)dZi -h \ (jv(-2? • • • ? -3// )z\'*' , 



V =0 



^ff{ - - \ — p^(z ,r„) 



S" est holomorphe dans le domaine de Torigine forme par les cercles p 
et pi, et ne s'annule pas dans ce domaine. On pent done considerer S" 
comme une serie entiere difierente de o pour tout point de cc domaine. 
Si mainlenant on observe qu'on a 



tr 



V = V 



()Zi 



on Irouve 



d'oii 



dS 




dy> 




d^' 


s 




()Zi 

1» 


-f- 


()Zx 




S: 


^PS'C, 
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Celant une fonclion de ^2, ..., z„ iodependanle de z^, Celte fonclion 
est holomorphe dans le domaine p,; pour I'origine, elle se reduit au 
coefficient de z"' dans 80(2,). Si, en effet, on fait Z2= ... = ^,, = 0, Sde- 
vient So(2|), P devient <* et S" deviente'^^-'' •'>. Or 







(''est-a-direqueF(2o o, . . ., o) est uneserie entiere sans lernie constant. 
II en resulte que e*^""^ °' est une serie entiere ayant Tunite pour terine 
constant. En representanl cetle serie par i -i- az, -f- . . ., on aura, en 
annulant tontes les variables saufz,, 

ce qui monlre bien que [CJo est le coefficient de z'" dans So(s,). La 
fonction C pent s'annuler pour los valeurs considerees des variables. 
Mais z.,, .... Zn sont assujetlics a la seule condition d'avoir leurs mo- 
dules inferieurs a p,. On pent imaginer un nonibre positif po inferieur 
a p, et asscz petit pour que C, qui est different de o a Toriginc, ne 
s'annule pas dans le domaine pa de Torigine. Alors, dans oe domaine, 
le produit CS" est une serie entiere qui ne s'annule pas. En representant 
cette serie par S', on aura finalemcnt la relation 

(5) S=PS', 

oil P et S'ont les significations indiquees dans I'enonce. 

Cette relation n'est etablie que pour les valeurs des variables qui 
sont siluces dans une aire determinee. Cette aire est comprise dans le 
domaine de I'origine formee par des cercles ayant un rayon (?egal au 
plus petit des deux nombres p et pa. Les trois series S, P, S' sont con- 
vergentes dans ce domaine. Par suite, la relation (4) subsiste, d'apres 
le theoreme IV, pour tout point de ^, et le tbeoreme est demontre. 

Le tbeoreme precedent permet d'etudier les zeros de la fonction 
S(5,, >..fZ„) qui sont situes dans un certain domaine de Torigine. 

Supposons, pour prendre d'abord un cas simple, que 8^(^1,0, .. . , o) 
ne soit pas nolle pour toute valeur de z^. Nous pouvons fixer un do- 
maine $ de Torigine dans lequel on a 8 = P8', les notations ayant 
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le meme sens que plus haut. Proposons-nous d*etu(lier les zeros dc 
la foncllon S dans le domaine 5. Donnons a z^y ..., z« des valeurs 
arl)itraires, situees dans cJ, et cherchons les valeurs de z qu'il faut 
leur joindre pour obtenir des zeros de S. P est un polynome, de 
degre m par exemple, el S' une serie entiere en z^, Pour les valeurs 
considerees de z.,, . . . , z^, les coefficients de P et de S' prennent des 
valeurs determinees, et nous pouvons faire abslraction de la complica- 
lion des calculs qui donneraient ces valeurs. On est amene a chercher 
les valeurs de z,, siluees dans 5, qui annulent le produit PS'. Or S ne 
s'annule pas dans 5. Done il y a m valeurs de s^, situees dans (?, qui 
annulent S, et pas davantage. On voit que ces valeurs sont donnees 
par Tequation algebrique P = o. II y a done, dans le domaine &, une 
infinite de poinls pour lesquels S s'annule. Autrement dit, il est impos- 
sible de fixer un domaine de Torigine dans lequel la fonclion S n'ait 
qu'un nombre limite de zeros. 

Imaginons que les points qui figurent les variables Z2, ...,z„ sur 
lours plans respectifs se deplacent en partant de Torigine et voyons 
comment se comporteront sur le plan des z, les differenls poinls tels 
que chacun d'eux reuni avec les precedents forme un zero de la fonc- 
lion. TraQons sur les plans respectifs des variables Za,...,^,, des 
courbes arbitraires partant de I'origine, et supposons que les affixes 
(les variables se deplacent d'un mouvement continu sur les courbes cor- 
respondantes. Les coefficients dePsont des series enlieres en z^, . .. , z„ 
qui s'annulent toutes a Torigine. Chacune de ces series est une fonction 
bolomorpbe dc z^, ..., z„ dan^ le domaine J. Par suite, si, comme on 
le suppose, chacune des variables z^, .. ., ^n varie d'une maniere con- 
linue, il en sera de meme des coefficients de P et des m racines de 
Tequation algebrique en z,. Les poinls qui representent ces racines se 
deplacent done d'un mouvement continu sur une courbe determinee. 

Nous pouvons representor analytiquement ces resultats. Posons 

Zh — Xh-\-yh (/i=i 1,2, . . ., /i), 

Vh — ^hii) (/i=:2,...,n), 

/ elant une variable reelle, les 9 et les ^ des fonclions continues de /. 
Lorsque l variera, chaque point z>i (A = 2, . . ., /i) se deplacera sur une 
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courbe, detcrminee par les equations ^ry^ = 9a (0» Ta= ^a(0- S* ^ varie 
(I'une maniere continue, cliaque point se deplace sur la courbe corres- 
pondante d'un mouveinent conlinu. Dans Teqiialion 

substiluons aux variables z les variables x, jr, puis egalons a o le coef- 
ficient deiei le terme independant de i. Nous aurons deux equations 

Entin faisons la substitution 

^h=9h{i)f yn — ^/iiO (/< = 2, ...,/0, 
nous aurons 

Ces equations font connaitre z^ en fonclion de t, De plus, elles deler- 
minent'la courbe sur laquelle se deplace le point s,, d'un mouvenienl 
continu, quand / varied'une maniere continue. 

Si S(z,,o, ..., o) s'annule pour toute valeur de 2,, on cherchera a 
recommencer le raisonnenient avec une autre dos variables. Dans le cas 
oil chaque terme de la serie contient toutes les variables s, le raison- 
nement est en defaut. Nous procederons alors de la maniere suivante. 

Representons par (s^, z-^, . .., js^jx Tensemble des lermes de S qui 
sont du degre X par rapport a toutes les variables, et soit /x la plus 
petite valeur de X pour laquelle les coefficients (3,, ...,s«)). ne sont 
pas tons nuls; on aura 

Faisons la substitution 



, ^n ^^ ^« ^1 ~H '-'/I '2 ~+" • • • ■+" '-•« '/»> 

les C designanl des conslantcschoisies arbitrairemenl, maistelles que 



Ci pi r« 

n \^f^ . . . xj/i 



^o et (C}, ...,CJl)pL7^o. 
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Par cette substitution, S devient une serie entiere par rapport aux /. 
Representons-la par l{i^, .. ., t„). On a 

^(tiyOf . . ., o) = (L,, Cj, . . . , Ln ){jL ^v H- • • • • 

D'apresce qui precede, on a, dansun domaine 5', relatifaux variables /, 

ou les Q sont des series enlieres en /2» • • • » ^n q^^i s'annulent loules pour 
f.,= .,, =1 tn = o, eioix 1' est une serie entiere differenle de o dans 5'. 
Au domaine (?' relatifaux t correspond un domaine 5 pour les z. Alors, 
pour avoir les valeurs des variables z situees dans 8 et qui annulenl S, 
on prendra arbitrairemenl /a» • • • » ^« dans J', on calculera jjl valeurs de 
/, par Tequation algebrique 

el Ton aura ensuile les z par les relations (i). 

On voit, comme plus haul, que si les points z^ z^ se deplacent 

d'un mouvement continu sur descourbes partanl de Tprigine, le point 
2,, qu'il faut joindre a un systeme de valeurs dez^, ...» z„ pour avoir 
un zero de S, decrit d'un mouvement continu une trajectoire deter- 
minee. On pent determiner analytiquement les Irajectoires par un calcul 
analogue au precedent. Posons 

Zfy — Jr,^ 4- ifh 1 

hi — 4a + 'TO/, ) 

?/i = 9/i(«) I ,, ^ 

TO/, — 4^/1 (w) ) 

les 9 et '} etant des fonclions continues de la variable reelle u. Dans les 
equations (i) etfs), fiiisons les substitutions 

puis egalons a o les coefficients de i et les termes independants. Nous 
aurons *i[n -h i) equations 

I ^/i('^/i, V/i,;,, . . .,?«, Y),, . . ., Yi«) — O ) 

** (si> • • 'J^nffllJ • • '7 ''On) — Q» 



ETUDE SUR LES SERIES ENTlfeRES, ETC. S.2.i 

Les equations suivantes delerininent la trajectoire du point Zf, : 



J h\^ hi y hy Sij • • • » S/i> "'On • • • > "^l/i) 
^h \ '^/j ? J^'/i > * 1 » • • • » '^/i > ^ 1 > • • • > "'O/t / ■ 



zz: O, 



O, 



J 



Nous ferons unc autre remarque an sujel du iheoreme precedenL 
Soil S une serie entiere n'ayant pas de terme constant. On peul deter- 
miner un domaine 8 de I'originc, tel que, si Ton choisit un sysleme de 
valeurs pour Zo* . .., 2;,dans ce domaine, lesvaleurs de -s,, situees dans 
^ et salisfaisanl a Tequation S = o, sonl donnees par des equations 
algebriques. On voit ainsi que I'equation S = o definil, dans le do- 
maine 8, une fonction implicite s< des variables z^, . . ., z^ qui possede 
les memos proprietes que la fonction implicite definie par une equation 
algebrique. 

Soient So et Sf deux series entieres s*annulant a Tori^i^ine et admet- 
tant A pour cercle de convergence. Proposons-nous de rechercher s'il 
y a, dans un domaine de Torigine, d'autres points pour lesquels les 
deux series s'annulent. Faisons la substitution 

-WJ ^^^ Vi| ^1 ~}- . • • H— L«| t;|, 



Zfi — \j^ tj -h . . . -h {.jf^ tfi , 



So et S, deviennent des series entieres par rapport aux variables /, 1^ 
el l^. Choisissons les constantes telles que le determinant 



CI 



CT 



^n • • • ^/i 
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soil different (le o, et lellesaussi que ni2o(^» o, ..., o) ni2|(/,,o, .... o) 
ne soient nulles pour loutes les valeurs de t^. Cela pose, on pent fixer 
un domaine S' de Torigine dans lequel on aura 

P„, P< etant deux polynomesen /, ; 2'^,, 2', etant des series entieres par 
rapport aux / qui ne s'annulent en aucun point de 8'. Si 1^ et l^ s'an- 
nulent, Pq et P, s'annulent aussi, et reeiproquement. Soil R le resultant 
des polynomes Po, P|. Ce resultant est une fonction entiere et homogene 
des coefficients de Pq et P|, c'est-a-dire une serie entiere en t^, . . ., /„, 
serie qui s'annule a Torigine. La serie R admet une infinite de zeros 
dans un domaine S"de Torigine, eti'on pent prendre S"< S'. A chaque 
zero de R correspond au moins un zero commun a S© elS,. En effel, si 
Ton prend un zero de R, les polynomes Po et P, admetlenl au moins 
une racine commune situee dans S', et si Ton prend pour/, une racine 
commune, on a un zero de 1^ el de 2,, c'est-a-dire de S© et de S,. Si 
mainlenant on appelle S le domaine relatif aux variables jz qui corres- 
pond au domaine 8", on voit que les deux series admeltenl une infinite 
de zeros communs dans le domaine S. On pourrait les determiner de la 
maniere suivante. On aurait d'abord un zero de R d'apres la methode 
deja indiquee, en prenant arbitrairement /i — a variables et calculant 
la (/I— i)*^"** par une equation algebrique. Cela fail, on chercherait la 
racine commune aux deux [equations algebriques Po = o, P, = o, el 
Ton aurait la /i*^"® variable. Les valeurs des z se deduisent sans peine de 
ceiles des t. 

Dans le cas particulier oil les series donnees sont a deux variables, 
R n'encontient plus qu*une, etalorsles resultals changent. R etant une 
fonction holomorphe, nulle pour Torigine, on peut fixer un domaine S 
dans lequel R n'aura pas d'autres zeros que I'origine, et Ton peut 
prendre S^8'. Alors So et S, n'ont pas, dans le domaine S, d*autres 
zeros communs que I'origine. Ainsi, si deux series a deux variables ont 
un zero commun, il est possible de fixer un domaine de ce point dans 
lequel il n'y a pas d'autres zeros communs. 
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III. 

Divisibility des series enti^res. 

Conditions de divisibilite de deux series entieres. 

Soient Sq, S, deux series entieres par rapport aux variables inde- 
pendantes s,, ...,5^, et supposons que ces deux series admeilent A 
pour cercle de convergence. Nous dirons, en adoptant une locution 
de M. Weierslrass, que la serie So est divisible par la serie S,, si Ton 
peut fixer un doniaine d de Tori^^ine dans lequel on ait 

Sj designant une serie entiere convergenle dans 5. 

Si S| nes*annule pas a Torigine, on peut fixer un domaine J(d^A) 

de ce point dans lequel la serie n'a pas de zeros. Alors la fraction ~ esl 

holomorphe dans $, et Ton peut la mettre sous la forme d'une serie 
entiere convergente dans 5. 11 en resulte que So est divisible par S,. 

Au contraire, si S, s'annule a Torigine, landis que Sq prend en ce point 

S 
une valeor differente de o, le quotient ^ etant infini a Torigine, il est 

impossible de le representer dans un domaine de ce point par une 
serie entiere convergente. 11 n'y a done lieu de rechercher les condi- 
tions de divisihilile de deux series quo dans Thypothese oii elles s'an- 
nulent toutes les deux a Torigine. 

S 
Si Ton sait reconnaitre que le module du quotient -^ reste fini dans 

un domaine $ de Torigine, on en conclut que ce quotient est holo- 
mor|)he dans 5 et peirt elre developpe en serie entiere. S© est done 
divisible par S|. 

Considerons niaintenant le cas general. Soient 80(2,, ^2. . . . , ?;,), 
S| («,,^2» •••» 2/i) deux series entieres qui s'annulent a Torigine. Fai- 
sons la substitution 

les C designant des constantes assujetties seulement aux deux condi- 

Ann, dt Vtc. Ntrmalt. 3' Serie. Tome II. S.4 
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tions suivantes, le delerniinanl 



i^„ . . . \^f^ 



esl difTerent de o, et aucune des deux series 

^0 (^-"i hi ^^i M> • • • » '^a^\ )> ^1 \^i ^1> '-'i^t • • • » ^/i^l ) 

• 

ne s'annule pour toules les valeurs de r^. Represenlons par lo ^t 2| los 
series enlieres par rapport aux variables / que Ton oblient par la 
subslilution indiquee. Soient ix et v les plus faibles exposants de t^ 
dans 2o (^i» o, . . . , o) et 2,(/,, o, . . . , o). On sail que Ton pent deter- 
miner un domaine 8 de Torigine dans lequel on aura 

V — P T' V — p V' 

1q, 1\ designaut des series qui ne s*annulent en aucun point de 
J; Po. P< designanl des polynomes entiers en /,. Soit 

les Po et P| etant des series entieres en t^ t,„ depourvues de 

termes constants. 

Les conditions de divisibilite des series sont alors donnees par le 
theoreme suivant : 

TnEORfeME VII. — Si I' on effectue la division du polyndme P© par le 
polyndme P,, on obtient pour reste un polyndme en /, dont les coefji- 
cients sont des series entieres en t.^, ...,/,,. Pour que So soit divisible par 
S,, ilfaut et it suffit que ces nouvelles series aient tous leurs coefficients 
nuls. 

Ell d'autres terines, pour que Sq soit divisible par S,, ilfaut et il suffit 
que le polyndme Po soit divisible, au sens ordinaire du mot^ par le poly- 
ndme P| , quelles que soient les valeurs atiribuees a t^y ....//,. 

En effet, pour que So soit divisible par S^, il faut et il sufFit que 2o 
soit divisible par 2,, c'est-a-dire que le module du quotient ^ reste 
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lini dans un certain domaine A de Torigine, ce domaine 64anl re'alif 
aiix variables /. 

Je dis d'abord que les conditions sont necessaires. Nous pou- 
vons prendre $ aussi petit que nous voulons, et par suite inferieur 

V 

a A. Le module du quotient ^ doit done rester fini pour lout point 

-'I 

de 8. Les racines des polynomes Po, P, se reduisent a zero pour 
/.^ = /j — . . . -- t,t = o et sont, dans le domaine 5, des fonctions conti- 
nues des variables /j,...,/;,. On pent done determiner un nombre 
posilif J,^ J tel que, pour lout systeme devaleurs de ^^^ •• • » //i verifiant 
rinegalile 

le module de cbaque racine des polynomes Po et P^ soil inferieur a 8. 
Prenons alors un point t'^, • • » ^i, dans $^, el appelons t\*\ . . . , /^'^ les 
racines dislinctes des polyndmes Po et P, qui correspondent a ce point. 
On a, pour ce point, 

les X etant des nombres eniiers, positifs, negatifs ou uuls. De la 

Le quotient ^ etant different de o, dans &, on voil que, si un seul 

des X est negatif, X,- par exemple, le module du quotient ^r est infini 

pour le point (/, = t^[\h = t\, ... ,t„= Q pris dans A. II faut done 
que tons lesX soient positifs, ou nuls; c'est-a-dire que, pour les valeurs 
considerees t'^, , . . , /'„, P© est divisible par P,. On a pose 

Soient le quotient des deux polyndmes 
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rt le reste 



- 1» 



PIO) /V-I _. p(i)/v -J i_ _j_ p<v- I 

8 *i "^^j *! -t-...-ri.j 

On aura identiquement 



^M..L-pM)^^l_|_...H_p(^li) 






et, par suite, 

p„''.= p;>M-PV\ 

> 

p(v) ._ pifA-v) , _i_ p;|i--v) 
* — *^ 1 *^ .... t I f 

Pf = P',^) Pf -">4- ...-+- P?-»'. 

Ces relations montrent que les coefficients P^ ^^ Ps sont des series en- 

lieres en /^ t^, convergentes dans 8. On a vu que, pour les va- 

leurs considerees de /,,*..., /„, P© elait divisible par P,. On a done, 
pour ces valeurs, 

p(0)^O^ py)^-0, Pv-«.-rO. 

Mais le niemc raisonneinent peut se faire avec un aulre systenic dc va- 
leurs de z^, ..., ifn clioisi arbilrairement dans J,. Les series P, pren- 
nent done la valeur o pour tout poinl de Taire c^^ et, parsuite, les coef- 
ficients des termes de chacune de ces series sont nuls. Ce sont les 
conditions indiquees. 

On voit qu'on peut enoncer ce resultat en disant que le polyndmePo 
rst divisible par P,, c'est-a-dire qu'on a pour tout point de S 

p _ p p 

P^ oiani un polynome en z^, dont les coefficients ont ete calcules plus 
haut. 

Je dis niainlenant que les conditions sont suffisantes. Nous avons 
forme les polynomcs Po et P,, et reconnu qu'on avait pour tout poinl 
dec? 

c'rst-a-dire 

p ^ p p 



( 
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Od a identiquement dansd^ 

v 
y / / / \ — p v — p p v — V ^0 p 



'I 

Mais le quotient ^r est liolomorphe dans J, de meme que Pj. Leur 

produit est aussi holomorphe, et on peui le mettre sous forme de serie 
entierc, ^a, convergente dans 8. On a alors 

ce quidemonlre le tlieoreme. 

De ee ih^oreme, on dcduit qu'une serie enliere So, nolle pour Tori- 
gine, est divisible par one infinite de series s*annulant a l*origine. Par 
un changement de variables, mettons, comme plus haut, la serie 1^ 
sous la forme Po^'^,, les notations ayant toujours le meme sens. Pre- 
nons un diviseur quelconque P, du polynome P©, et designons par 1\ 
une serie entiere quelconque qui ne soit pas nolle a Torigine. On peut 
fixer un domaine S dans lequel 1\ ne sera pas nolle et dans lequel on 
aura 1q = PqSJ,. La fonction Pil\ etant holomorphe dans X, on peut la 
developper en serie enliere 2,. Celte serie 2, divise Iq. Si maintenant 
on revient aux variables z, on obtiendra une serie S, divisant Sq. Le 
facteur2', etant arbitraire, la serie So admet une infinite de diviseurs. 

Diviseurs cotnmuns a deux series. 

Soient So(s, . . ., s,J, S,(z,, . .., z^) deux series enlieres qui s'annu- 
lenl a I'origine. Proposons-nousde reehercbers'ily ades series enlieres 
s'annulant a Torigine, qui divisenl a la fois So et S^. Si nous Irouvons 
des series repondant a la question, nous les appellerons des dmseurs 
communs aux deux series donnees. 

Soit Ss une serie enliere divisant So et S,, S^ s'annulant a I'origine. 
Aux variables z, substituons de nouvelles variables /, comme prece- 
demment, et conservons les memes notalions. On peut fixer un do- 
maine ^ de Torigine, dans lequel on aura 

V — |> Y' V _ p Y' V — p \' 

D'apres le tbeoreme precedent, pour que S^ divise So el S,, il faut que 
le polynome Pj divise P© et P,. Designons par X et fjt. les degres par 
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nipport a /, des polynomes P© et P,, et supposons, pour fixer les idees, 
X^fjL. EfTectuons les divisions successives qui donnent le plus grand 
eommun diviseur des poljndmcs. Lc reste de la division de P© par P, 
sera un polynome dc degre jx — i au plus. Si ce reste est effectivement 
de degre /jl — i, representons-le par 

IV ,^r' 4- Hi^ii^r '-+-.•.+ KIT--;'. 

Les eoefrieienls sonl des polynomes entiers par rapport aux coefficients de 
PoCtP^, c*est-a-dire des series enlieres en /a, ...,/;, qui admetlentS pour 
cercle de convergence et se reduisent louies a o pour /2= /, = . . . = /^ =o. 
Divisons inaintenant P( par ce reste» et faisons les divisions de maniere 
que les coeflicients du nouveau resle soient aussi des polyn6mes par rap- 
port aux coefficients du dividende et du diviseur, c'est-a-dire des se- 
ries enlieres. Nous aurons un reste que nous represenlerons par 

Si le resle de la premiere division avait ele de degre [x — 2, le calcul 
indique n^aurait pu se faire. Dans ce cas, nous representerons le resle 
de degre [x — 1 par la meme formule que precedemment, en convenant 
que les Rj^-, designent des series dont tousles coefficients sont nuls, et 
alors le reste donne par la premiere division sera represente par 

la serie R^2 n*ayant pas tons ses coefficients nuls. En continuant de la 
meme maniere, nous pouvons dire que la serie des divisions donnc 
une suite de restes qui sont des polynomes en /, de degres respective- 
mcnt egaux a (a— i, [it.— 2, .... 1,0, dont les coefficients sont des 
series enlieres en ^3, . . .,, /;, qui admettent toutes S pour cercle de con- 
vergence, et se reduisent toutes a zero pour /, = /j = . . . = /^ = o. Re- 
prescntons ces resles par les formules 

"(ji-i *'i -+-... -t- itji— 1 > 



• • • • 


• • 


. . . "i- 


K', 


R,/, 


-h 




' ' ' f 


R. 
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D'apres nos conventions, si Rv a lous ses coefBcients nuls, 11 en esl de 
memc pour Rt*\ ..., Rv''^ Cela pose, les |>olyn6mes Po et P, admellant 
un (liviseiir cominun, on verra, comme precedemment, que la seric R 
a lous ses coefficicnls nuls. 

On obiient ainsi, en fonclion des coefficients des series donnees So, 
S,, des conditions necessaires pour que ces series admetlent des divi- 
scurs comrnuns qui s^annulcnt a Torigine. 

Reciproquementy si la serie Ra tons ses coefficients nuls, je dis que 
les deux series donnoes admetlent des diviseurs comrnuns. Sujiposons, 
en eflet, que chacune des series R, R,, R^/', . . . ait lous ses coefficients 
nuls, la serie Rv elant la premiere de la suite qui n'a pas tons ses coeffi- 
cicnls nuls. Prenons dans le domaine 8 un point t'^, . . ., /),, pour lequel 

la serie Ry ne soil pas nulle. Pour ces valeurs des variables t^ /,|, 

les polynomes Pq et P| admetlent un plus grand commun diviseur 



Rv^if-f-Ri^ /r'-^- • -+-^v . 



On pent fixer un domaine co du point t'.^, . . ., t\^, qui soil compris dans^, 
et dans lequel Rv soil diflerent de o. Pour chaque point de ce domaine 
Po et P, admetlent le polynome precedent pour plus grand commun 
diviseur. Ce plus grand commun diviseur pent s'ecrire 



n I) nfv) 



Rv ^ Rv 

Les quotients -|i-> ••> -|^peuventelredeveloppes, dans le domaine oj, 

liv ^*v 

en series enlieres par rapport aux diflerences [t^ — ^'a)? • • •» ('/»"" ^n)> 
soientTi.Ta Tv. Mais on peut considerer T,, ..., Tv comme des se- 
ries entieres en ^2» • •• K convergentes dans S. Si nous posons 

I 2 — t J -\- I 1 ' I ~^ • • • ~T~ 1 v> 

on voit qu'on aura pour toutpoint de w et, par suite, de 55 (theoremelVj, 

Py :rr. I jl 3, I , -— 1 jl ;, 

P3 el Pi designant des polynomes en /, dont les coefficients sont des 
series enlieres en t^, . . ., t^. II en resulle que 2o el 2, admeltent un di- 
viseur commun Pa. Par suite, So et S, admeltent aussi un diviseur 
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commun 83, qu*on obtienl en rcmplacant dans P, les variables t par 
leurs valeurs en fonclion des variables z. 

On pent, des lors, enoncer le theoreme suivant : 

TiiKORfcME VIII. — iktant donnees deux series entieres enz^ z„ qui 

s'annulent a roiigine^ si Fort fait un changement de variables comme il 
a ete indique, et si ensuite on calcule le resultant des polyndmes P© ^/ P, 
( nous conservons toujours les mimes notations), les conditions necessaires 
et sufjisantes pour que S© ^/ S, admettent des diviseurs communs sont que 
la serie rcsultante ait tous ses coefficients nuls. 

Plus grand commun divLseur de deux series, 

Soient deux series Sot S« qui sont nulles a Torigine. Reprenous les 
notations precedentes. Aux variables z substituons les variables /. 
Nous obtenons les series Zo* Z|. Soit $ un domaine de I'origine dans 
lequel on a 2;o= PoX» ^i = P<2'«. Supposons que Po et P, admettent 
un plus grand commun diviseur de degre v> P2. On a pour tout point 
do ^ 

n i> p |> — i> p 

I u -- i s' 3> * 1 — * 1* *» 

en posant 

V p V' V - p V' 

Soient enfin S3, S4 les series que donnent Ij, 1^, quand on revient 
aux variables z, 

TuEonfeME IX. — Les series S3, S^ n admettent pas de diviseur commun 
nul a Vorigine. 

m 

Nous allons monlrer, en effet, que, si S, et S^ admeltaient un divi- 
seur commun, nul a Torigine, les polynomes en /,, P3 ot P4 auraient 
un diviseur commun; or cela est impossible, puisqne ces polynomes 
sont les quotients obtenus en divisant Po et P| par leur plus grand 
commun diviseur. Si S, et S4 admettent un diviseur commun nul a 
Torigine, on pent prendre un systeme de valeurs pour /a, . . . , /„ (dans 
le domaine oil ces variables doivent rester), tel que les valeurs de /,, 
qui Torment avec les precedentes un zero du diviseur, soient aussi 
dans le domaine $. Mais alors ce point est aussi un zero de 2, et de ^4. 



\ 
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Orl'^ ne s'nnnule pas dans le domaine 8. Done les valeurs considerees 
annulent P,. 1\ ne s*annule pas non plus. Done ces memes valeurs 
annulent P4. II en resulterait que Pj et P4 admellraienl des racines 
communes. 

TiiEORtiME X. — Toute serie, nuUe a Vorigine, qui dime S© c/ S, , divise 
aussiS.2* 

SoitQ une serie qui divise So et S,. Prenons un domaine & de Tori- 
gine, dans lequel on ait 

V — p v y — p v 
= IIQ' 2,= P,2;, 

Po> P<» Pat H designant loujoursdespolynomes en/, el 2,,, 1\, 1[^, Q'des 
series differentes de o dans &. Donnons a t.^, . ...t^ des valeurs com- 
prises dans 5'(5'<c^) et telles que les valeurs correspondantes de /,, 
qui annulent II, soicnt comprises dans 8. Chaque racine de H associee 
a ces valeurs de t.,, . . . , /^ forme un zero de Q el, par suite, un zero de 
So el de S, . Done, en raisonnanl comme plus haul, on voil que Po el P, 
sont tous les deux divisibles par H. Par suite, H divise le plus grand 
commun diviseur P^ de Po et P,. Soil P^ = IIK, K elant un polyndme 
en /,. On aura, dans le domaine 5', 

Q, designant une serie entiere convcrgente dans c^. Mors 

oil Q2 est loujours une serie enliere convergenle dans 5', et le theo- 
reme est dcmontre. 

De ce qui precede resulle que la serie S^ joue, par rapport aux series 
So et S,, le meme role que le plus grand commun diviseur par rapport 
a deux polynomes. Tout diviseur commun de deux polyndmes est un 
diviseur de leur plus grand commun diviseur; de meme toute serie qui 
divise So et S, divise S3. Les quotients oblenus en divisant deux poly- 
nomes par leur plus grand commun diviseur sont premiers enlre eux; 
de meme les series S3 el S4, qui, respectivement multipliees par S^,, 
reproduisent So el S,, n*admetlenl aucun diviseur-serie commun. 

j4/in, de l*Ec. Norm. 3* Serio. Tome H. S . 5 
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Nous appellerons celte scrie Sa le plus grand commun diviseur des 
series So ^/ S,. 

THEORftME XI. -^ So, So So etant trois series entieres par rapport aiur 
variables s^, . . . , Z;j, admettant A pour cercle de convergence et s'annu- 
lant a I'origine, si la serie So est divisible par S, et par S^, les series S, 
et Sa Ti admettant pas deplus grand commun diviseur, la serie S© est divi- 
sible par le produit S| Sg . 

Aiix variables z subsliluons les variables ^ de la maniere souvent 
indiquee, et conservons toujours les memos nolalions. Fixons uri 
(lomaine $(5f A) dans lequel on ait 

Par bypotbese, le resultant des polynomes P© el P| est nul en tout 
point de cJ', et de meme pour celui de P© et P,. Au contraire, le resul- 
tant de P| et de P^ n'est pas nul pour tons les points de 8. Prenons un 
point /j, ...,/), et un domaine w de ce point tons deux compris dans 5, 
pour lesquels ce dernier resultant soit different de o. Appelons w' I'aire 
formee par les valeurs de /< situees dans c3^ et de /^^ • • • . ^n situees dans 
CO. On a alors dans o)' 

Po=P,P3, Po=P,P4, 

el, comme P|, Pa sont premiers enlre eux, 

Po =^ PiPjPs* 

P5 est une serie enliere en t^, ... , t,^ qui admet & pour cercle de con- 
vergence. Alors la relation precedente, etablie pour w' seulement, 
subsiste pour le domaine 5 tout entier (tbeoreme IV). De cette relation 
on deduit 

-^0 ^l ^Z yTyT J 

et, comme le produit l\l'^ ne s'annule pas dans 8, on pent remplacer 
le quotient yr4r par une serie entiere en z,, .,,, t^, I3. On a done 

et, en revenant aux variables z, 

Oq — oj Sj ^3. C, Q. F. D. 
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TnEOREME XII. — Sj,, S,, Sa etarit Irois series enlieres par rapport aux 
variables :;,, ^ . ., z,^ qui admeltenl A pourcercle de convergence et s'an- 
nuient aTorigine, si la serie S© est divisible par S| et par S^* ces deux 
dernieres admellant unplus grand commun diviseur S3, on peut fixer un 
(hmaine 8 de iorigine dans lequel on ait 

^0 — ~c — ^*» 

84 etant une serie entiere convergente dans 8. 

On sait, en elTet, qu'on peut fixer un domaine 8' <le Torigine dans 
lequel on a 

les Q dcsignant des series enlieres. On a done 

So = S3Q,Q. 

Ainsi la serie So est divisible par S3 et le quotient est lui-meme divi- 
sible par Q,. On verrait do meme que le quotient de So par S3 est divi- 
sible par Q2. Mais les series Q, et Q^ n'admeltent pas de plus grand 

S 
commun diviseur (iheoreme IX). Done le quotient ^ est divisible par 

le produit QiQ^ d'apres le iheoreme precedent. De lii suit qu'on peut 
fixer un domaine de Torigine dans lequel on a 

So -830,0.03, 
Q, etant une serie entiere. De cette relation on deduit 

C ^1 ^i (\ V 

bj C. Q. F. D. 

Ce iheoreme donne la forme de toute serie divisible separement par 

deux autres. 

S S 
On peut appeler la serie -^ \q plus petit multiple commun des deux 

series S, et Sa- 

Les deux derniers theoremes font encore rcssortir I'analogie qui 
existe entre les iheoremes relatifs a la divisibilile des series et ceux qui 
sont relatifs a la divisibilile des polynomes. II serait aiscdc poursuivre 
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celle analogie el, en parliculier, de considerer la recherche du plus 
grand commun diviseur et celle du plus petit multiple cpmmun pour 
le cas de plusieurs series. 

IV. 

Des points singuliers des fonctions uniformes de plusieurs 

variables indipendantes. 

Une fonclion uniforme des variables js,, ..., «« est dite reguliere au 
point a s]^ dans un certain domaine de ce point, on peut la mettre sous 
la forme 

oil les V sont des nombres entiers et les A des coefficienls constants; 
autrement dit, si la fonction peut etre developpee en serie entiere rela- 
tivement aux differences (2|— a,), serie convergente dans Taire con- 
sideree. Si la grandeur a^ a un module infini, on remplace (-s/— a,-) 

par — • 

Une fonction reguliere en un point est holomorphe dans le domaine 
de ce point (theoreme II). Reciproquement, une fonclion qui est holo- 
morphe dans une aire est reguliere pour tout point de cetle aire. Con- 
siderons, en effel, un point a,, ...» a^ silue dans Taire oil la fonction 
est holomorphe. Sur le plan de la variable a,, on peut decrireuncercle 
de centre a^ qui soit tout entier compris dans Tint^rieur de Taire dans 
laquelle la fonction est holomorphe. Alors, la fonction etant holo- 
morphe en tons les points de Taire formee par lescercles a/, on peul 
la representer dans celte aire par une serie enliere par rapport aux dif- 
ferences (z, — ^i), ..., {z„ — a„). En particulier, une fonction regu- 
liere au point a est reguliere en tout point du domaine de a. 

Un point pour lequel une fonclion uniforme n'est pas reguliere est 
iV\{ point singulier. Soit a un lei point. Si Ton peut former une serie 
entiere en (2, — rt,), . .., (2„— a^), So, convergente dans un domaine 
de a, qui s'annule en a et soit telle que le produit ' 



i 
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soit lui-meme une fonction regulierc au point a, on (lit que a est un 
point singuliernon essenlielde la fonction /{z^ , . . ., z^). Dans tout autre 
cas, le point singulier est Jit essentiel. 

Si le nombre des variables est au moins deux, on distingue deux 
sortes de points singuliers non essentiels. Soit a un (el point. On a, 

dans le domaine S de ce point, /(:?, , .. , z^^) = jt^> So, S, designant des 

series entieres en (^i — a,), ..., (2,,— a,,) eonvergentes dans le do- 
maine ^, etSo s^annulant au point a. Supposonsque S| soit difTerente 
de o en ce point. Les fonctions S sont continues au point a. Prenons 
arbitrairemenl un nombre positif & inferieur au module de la valeur que 
prend S, en a, ce que nous ecrirons e < | S, 1^. Nous pou vons delerminer 
un nombre positif S'(S'5S) tel qu'on ait, pour tout point du domaine ?>' 
de a, I So I < e. Nous pouvons, en outre, delerminer un nombre positif 
8" (^"$8), tel que le module de Taccroissement de S, quand on passe du 
point a a un point quelconque du domaine V' de a soit inferieur a i. 
Prenons alors S^ egal au plus petit des deux nombres S', V\ On aura, 
pour tout point du domaine 8| de a, 

|So|<e, |S,|>|S,U-£ 
et 

l^l-|sj>— 1 

Soit A un nombre positif choisi arbilrairement. Si Ton prend £ < ■^— tt^ 

on aura |/| > A, et Ton voit que, pour tout point de 8,, le module de 
la fonction consideree est superieur a tout nombre donne A. 

Supposons maintenant que S, s'annule au point a. Les series S pen- 
vent admetlre un diviseur comme nul au point a. Dans ce cas, en desi- 
gnant par S2 leur plus grand commun diviseur et par S3, S4 les quo- 
tients, on aura 

ff - \ _ ^1 -^sSa S3 

J \'^\i • • ' J '^n) — ^•" — ^ '^i' — ^ ' 

et Ton sait (theoreme IX) que les nouvelles scries S3, S^ n*admettent 
pas de diviseur commun nul au point a. II suflTit done de considerer le 
cas ou les deux series S n*admettent pas de diviseur commun nul au 
point a. On sait, par les Chapilres precedents, qu'on pent former des 
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fonclions /,, t^, . . ., /,„ lineaires et homogenes en (5^ — a,), au inoyeii 
(lesquelles, dansiin (lomaineS'(S'<S) du point a, les series S se mellenl 
sous les formes 

rt Ton sc rappelle les |)roprietes des fonclions P, 2'^, i',. 

On pent, puisque 1q el 2, n'ont pas de diviseur commun, prendre 
dans le domaine 5' des valeiirs de ^2> •••»^n pour lesquelles les poly- 
nomes en /, n'ont pas de racines communes. Aulrement dit, il y a 
certaincMuent dans le domaine 5' au moins un point pour lequel 
So = o, Si^z^ o. La fonclion/(:j,, . .. , 5„) est infinie en ce point. 

Soil mainlenant K une constanle arbitraire. On a, dans le domaine o\ 

^»> I ./( *'! » • • • » ^n) K J = Si — So K ^= k>2, 

Sa elanl une serie enlicre, nulle au point a. Des lors la function 

z:—_ : j^ eslplacee dans les memes conditions que/(:;,, . . ., 5^). 

Par suite, on pent trouver un point dans le domaine 5 pour lequel 

— — - — - = co, c'esl-a-dire /(5,, .. ., r„) = K. Le point a est 

done lei qu'il existe toujours dans son domaine au moins un point 
pour lequel la fonction prend une valeur arbitraire, c'est-a-dire que la 
fonclion est completement indelerminee au point a. 

On reconnait ainsi que la nalure du point singulier non essentiel est 
differente, suivant que le numerateur de la fraction par laquellc la 
fonclion est representee dans le domaine du point est nul ou non en 
ce point. Dans la seconde bypothese, on pent determiner un domaine 
du point singulier tel que, pour tout.point de ce domaine, la fonction 
prend une valeur dont le module surpasse tout nombre donne; on peul 
dire que la fonclion prend une valeur infinie pour le point, singulier. 
Dans la premiere bypotbese, il est possible de fixer un domaine du 
point singulier tel qiril exisle au moins un point du domaine, pour 
lequel la fonction prend une valeur assignee a Tavahce d*une maniere 
arbitraire; la fonclion est indelerminee pour le point singulier. 

Comme application, eludions les poinls singqiiers d'un polynome 
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enlier, d'une fraction rationnelle, el enfin d'une fraction ayant pour 
termes des series entieres. 

TuEORfeME XIII. — Un polyndme entier na pas de points singuliers 
essenliels. 

Un polynome, elant holoniorphe ponr toutes les valeurs finies des 
variables, sera une fonction reguliere pour tout point a distance finie. 
Considerons un point pour Icquol quelques-unes des variables, ou 
toutes, prennent un module infini. Soil le polyn6me/(2^ , . . . , 5„) ; soient 
/w,, 7^2, . . ., m^ les degres de /par rapport a :j,, a xj^* •••> 21 ^n- Enfin 
supposons que Zi[i= i,a, .,.,p)p^n, prennent des modules infinis 
pour le point considere, les autres variables etant finies. On a 






A 6tanl un coefficient constant, /?ij, ...,m', etant des nombres entiers 
positifs ou nuls, de meme que X,» •• • »^/i-<- Formons de la manieresui- 
vante un domaine du point considere. Sur le plan de chacune des 
variables 2,, ..., s, decrivons un cercle ayant I'origine pour centre et 
un rayon donn6 R. Sur le plan de chacune des variables z/^_,, ....z^ 
decrivons un cercle de centre a/^,, ...,a„ et de rayon r. Nous pren- 
drons pour domaine d du point considere, 



Z^ — Z^ — ... — -5/ — 00, -3|_n — ^/-f-|) •••) ^n — ^ 



/}> 



Tensemble des ccrcles r et I'ensemble des aires exterieures aux ccr- 
cles R. Posons 



-»» 1 — — J • • • 5 '^i — — 



le second membre de la relation precedente devient 

( 2 ) i \ //';'' . . . ufi z)i^ . . . z)p-', 

Au domaine ^ correspond, pour les variables w^, •. . , W/, s/^^, . . . , :;,j un 
domaine J' forme par I'ensemble des cerclesret par icercles decrits 
sur les plans des variables u de chaque origine comme centres avec des 

rjiyons egaux a t^- II est clair que la somme (2) est holomorphe en 
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cbaque point de §'• On peut done la represenler par une serie enliere 
par rapport h u^, . . ., ui, (:j/+.| — a/^,), ..., (s,,— a^). Si Ton rcmplace 
les u par leurs valeurs en fonclion des 5, on a une serie entiere en 

__, ...,_, (^Zi^t — Oi^i ),..., {z„ — «„). Soil cette serie 

SI — J • • • ' ~ ' ( ^i-hx — ^/-i-i )>•••>( -^ /I — ^/i ) r 

La relation (i) montre alors que l*on a pour tout point du domaioe d 

*l ' • • • '^i L*'l *'/ J 

De la resulle que le point considere est un point singulier non essen- 
liel, puisque Ton peutconsiderer le produil -;;; > -^ comnie une serie 

enliere en — ? • •, -? (:j,vi — a^i )» • • » (^/i— fl/,), serie qui s'annuleau 

^j z,- 

point (^1 = Z2=^ ... = c/= oc , Zj^ I = flf|-_^ , , . , . , ^^ = flf^ j • 

Remarquons, en oulre, que les deux sorles de points singuliers non 
essenliels peuvent se presenter. Supposons que dans le polynome 
donne figure le terme Az'J*' . . . 57', A elant un coenicient constant. 
Alors la somme (2) contiendra un terme. A, independant des u et des 
z; la serie S prendra done une valeur diflerente de o au point consi- 
dere, et le module de/deviendra infini en ce point. Au contraire, si 
dans le polynome il n'y a aucun terme renfermant a la fois 5, , ^j^, . . . , -3,, 
aux puissances respeclives //i,, /Wj, . . ., m/, cliacun des lermes de (2) 
contiendra en facteur Tune au moins des variables u, et par consequent 
la serie S s'annulera au point considere. On a alors un point singulier 
non essentiel dans le domaine duquel on peut toujours trouver un point 
qui donne a la fonclion une valeur choisie arbitrairement. 

TiiEORF^ME XIV. — Une fraction rationnelle des variables z^^ . ., , z^ne 
presente pas de points singuliers essentiels. 

Soient 9 et ^ deux polynomes entiers par rapport aux variables 
3|, . .. , c^. Le quotient 

/•/ . ^ \ g (ci, . . . , j„) 
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constitue une fonctioD uniforme des variables :;. Prenons d'abord un 
point a a distance finie. Si \p (a) ^ o, on pent determiner un domaine 
de a dans lequel ^, ne s'annule pas. Alors/est bolomorphe en tout 
point de ce domaine, el par suite/est reguliere au point a. Soil main- 
tenant i^ (a) = o. Prenons pour domaine de a Tensemble des cercles 
decrils de a,,...,a^ eomme centres avec des rayons egaux a un 
nombre R choisi arbitrairement. On a pour ce domaine 

(p ei ^ sont holomorphes, et ^ (a) = o. On voit done que a est un point 
singulier non essentiel. Suivant que 9 (a) sera different de o ou nul, on 
aura un point singulier non essentiel de Tune ou Taulre espece. 

Considerons un point a pour lequel les modules de certaines varia- 
bles deviennent infinis, les modules des autres restant finis. Soient 
z,, . . ., 2, les variables dont les modules sont infinis, etai^,, ...a^ '^s 
valeurs finies des autres variables. Designons par mi, /Wj, . .. , w^ les 
degresdu polynome y par rapport a z^, a i?^, . . ., a z,, et par/?,, . ..,/?, 
lesdegres de ^ par rapport aux memes variables. On a identiquement 

zy ',...,-37' Y V"l> •••>"*> ^n-l> •••> ^'/ly 

oil W| =:—»•••> W|= -> et oil 9' et ^* designent des polvnoinesentiers 

^1 Zi •' 

par rapport aux variables u et z. Formons le domaine d du point a 
comme dans le theoreme precedent, et appelons encore $' le domaine 
correspondant pour les valeurs u et jSiv,, . . . , Z;,. Comme on Ta vu plus 
haut, le point a n*est pas un point singulier essentiel pour le quo- 

tient -^r On pent former un domaine de a, d, (c^i ^ d), dans lequel on a 

S, S' designant des series entieres en — > •••) -> (^/.i — a/^i), .... 

{z^ — a^. De plus, la serie S' sera nuUe au point a si a est un point 
singulier du quotient; elle se reduira a une constante, si le quotient 

Ann, de VP,e, Kormale. 3* Serie. Tome II. S.6 
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est regulier en a. On a done pour tout point de c^i 

Par suite, si /^^m, Pu^^if on peut poser 

sy=Q hr» •••» T> (^1+1 — ^/-Hi) (^/i— ^/i) » 

oil Q hr' •••> {^n— ^n)\ designe une serie entiere, ot a esl un point 

pour lequel/est regulier si S'(a) est une conslante, un point singu- 
lier non esscnliel si S'(a) est nulle. 

Dans le cas oil eliaque nombre p nVst pas superieur ou egal au 
nombre correspondanl m, on aura Q'/=Q, Q, Q' ayant loujours des 
signiticalions analogues, et alors a est un point singulier non 
essenliel. 

On peut remarquer que, lorsque a est un point singulier, Q(a) = o, 
et par suite la fonction/(:j|, . . . , :;^) est indeterminee en ce point. 

Theor^me XV. — Soient So, S, deux series entieres convergentes pour 
tous les points d'une aire A formee en prenant sur le plan de chaque 
variable le cercle de rayon R ayant rorigine pour centre. On peut consi- 

S 
derer la fraction ~ comme une fonction uniforme, dejinie seulement 

dans raire A, et ne presentant dans cette aire aucun point singulier 
essentiel. 

Soitaun point de I'aire pour lequel So(«)^o. Le quotient a une 
valeur determinee. On peut former un domaine 5 de a dans lequel 

s 

So^ o. On a dans ce domaine f= ^» et, comme ce quotient est holo- 

morphe, on voit que/ est reguliere en a. 

Considerons maintenant un point pour lequel S, (a) z/l o, So(a) = o, 
On peut former un domaine de a pour lequel S.^^o. On a, pour ce 
domaine. 

Soy ^=: Si, 

et, par suite, a est un point singulier non essentiel pour lequel la 
fonction devient infinie. 
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Enlin prenons un point a pour lequel S|(a) = So(a) = o. On sail 
que i'on pent former un domaine d de ce point dans lequel on a 
S„ r= S^S,, S, = S^S^, les series Sa, S^ n'ayanl aucun diviseur commun 
nul au point a. Alors on voit que Ton a, pour tout point de $, 83/= S^, 
el par suite a est un point singulier essentiel pour lequel la fonclion 
est indelerminee. 

Soient n quantiles donnees a^, ...,a;,. Nous dirons, pour abreger 
le langage, qu'un point est forme a^^ec les a, si, pour former ce point, 

►on attribue h certaines des variables z^ 5,, les valeurs correspon- 

danles dans la suite a, a„. En particulier, on dira qu*un point 

est a riniini si quelques-unes des variables, ou toutes, prennent des 
modules infinis; et Ton dira qu*un point est a distance finie si les 
modules des variables sont tous finis. 

Considerons la fraction 

A 

oil A est une constante et les p des nombres enliers positifs. Tout point 
a distance finie et forme avec les a est un point singulier non essen- 
tiel. La fraction est reguliere, au conlraire, pour tout point a distance 
finie qui n'est pas forme avec les a. La fraction est reguliere et s'an- 
nule pour tout point a Tinfini qui n*est pas forme avec les a. Conside- 
rons un point a Tinfini forme avec les a, Soit, par exemple, :j^ = a,, 
z.,= CO , . .., z^, ., ,^ z„ ayant des valeurs finies respectivement diffe- 
renies de 03, .... a^. On a 

A 



(^i-^iK'/= 



i-j — «i)''^ . . . {z„ — u„y''' 



et le second nombre est une fonction reguliere au point considere. On 
voit done que ce point est un point singulier non essentiel. 

Ainsi, etant donnees n quantites a,, . . ., a;,, il est possible de for- 
mer une fonction rationnelle des variables z,, ....z^qm n*aura pas 
de points singuliers essentiels, n'admettra comme points singuliers 
non essentiels que ceux qui sont formes avec les a, et s*annulera pour 
tout point a Tinfini qui n'est pas un point singulier non essentiel. 

On pent recommencer le memc raisonnement en supposant cer- 



S.44 ^*^* DAUTHEVILLE. 

taines des quanlites a infinies, pourvu que clans cc ras on remplace 
la difference z^ — a^, qui correspond a ] flfv| = » » par -• 

La consideration de ces fractions est utile dans la demonstration du 
theoreme suivant, theoreme que Ton pent considerer comme une 
generalisation d'nn theoreme de M. Miltag-Leffler pour les fonctions 
d'une seule variable. 

Avanld'aborder ce theoreme, rappelons qu'on nomme yb/ic/io/i en- 
iiere une fonction uniforme qui est reguliere en tousles points formes 
par des valeurs des variables dont les modules sont finis. On voiti 
qu'une telle fonction peut elre represenlee par une serie enliere con- 
vergente pour tout sysieme de valeurs des variables dont les modules 
sont finis. Reciproquement, une telle serie est une fonction entiere.Si 
la serie qui represente une fonction enliere a une infinite de termes 
dont les coefficients ne sont pas nuls, on dit que la fonction est trans- 
cendante. Dans le cas contraire, on dit que la fonction est rationnelle. 

THEORfeME XVI. — i*^ Soient donnees n suites 

Cf . ^S • • . Ccy • • . 



I ' I (c • • • • fcu 



I "I 



idles que dans chacune d'elles les modules croissent avec Vindice v et crois- 
sent indefiniment. 

'j^ Soit donnee une suite indejinie de fonctions rationnelles fi des va- 
riables z,, . . ., Zn possedant les proprieles suii>antes. La fonction fy par 
exemple, na pas de points singuliers essentiels; elle nadtnet pour points 
singuUers non essentiels que ceux qui sont formes as^ec les quantites a^ : 
die est regulikre en tout autre point et sannule pour tout point a Vinfini 
qui nest pas un point singulier non essenliel. 

On peut former une fonction F(2,, . . ., z^) possedant les proprietes sui- 
{'antes : 

1° Elle n'apas de points singuliers essentiels a distance ^nie ; 

1^ Elle na pour points singuliers non essentiels que ceux qui sont 
formes avec les quantites a, en prenant pour rertaines des variables 
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5,, . .., z^ line valeur dans celle des series a\ . . ., a" qui lui correspond 
[a la variable Zi^ on fait correspondre la serie a') ; 
S" Enfin^ pour toute v^aleur rfc v, la difference 

r ( ^p . . . y Zfi) f\\^\') • • • • -^w ) 

est reguliere au point a^. 

Prenons arbitrairement une suite de nombres posilifs inferieurs a i, 
(lont la somme ait une limite $. Soit 

Prenons aussi arbitrairement un nombree, positif et nioindre que i. 
Nous formonsd'abord des fonctions auxiliaires Fv de la maniere sui- 
vante. 
Si Tune des quantites a^ est nulle, on pose 

Soit aj aJJ ...oi'^o. Sur le plan de chaque variable 2,, decrivons un 
cercle ayant I'origine pour centre et laissant le point a'^ en dehors. De- 
signons par Av I'aire formee par Tensemble de ces cercles. La fonctionyi 
est holomorphe dans Av, puisque, par hypothese, elle est reguliere en 
tons les points de cette aire. Soit 

aa 

(^) y A{jL,,...,jx„^i' • • • -^/i" 

|X,... = 

la serie qui representey^ dans A^ Nous pouvons disposer dans Tordre 
suivant les termes de cette serie. Prenons d*abord le terme constant. 
Ensuite ecrivons les termes qui sont du premier degre par rapport aux 
variables, puis les termes du second degre et ainsi de suite. C'est I'ordre 
indique pour ecrire les termes d'une serie entiere. Represenlons par 
lesymbole suivant la serie obtenue en retranchant de la premiere lous 
les termes dont le degre n'atteint pas m : 



•0 

1 



m 
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On peul determiner m lei que, pour les valeurs 



,r/i 



<2 (/-n:: I, ?., . . ., /l). 



on ait 






in 



<i cv 



On a, en etl'et, pour ces valeurs des variables, 



(^) 






{An ''1 • • • ^» 



3D 

<^I-V ,.,||-.|^...|c„|:^-.. 



in 

p - X 



<^|A^ ^.i£"i«;i^...Kh. 



;> - »w 



Posons 









Suit M le maximum des modules des termes de la serie (i). On aura 



et 






La relation (3) donne alors 



i-v V. -:•■••--;:■ <i-^'(e^)"<^' 



f» 



^) 



//I 



/> :- m 



Posons 



»i 



M 



(r.) 



£ 



.:£v 



11*011 



\bJ =mv sJ 



Si Ton designe par/n^ la plus petite valeur entiere positive de m qu 
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veritie rette relation, od aura 



(V) 






ntt 



II 









<6v» 



ce qui est Tinegalite que dous cherchioDS a oblenir. 
Cela pose, definissons la fonction Fv par la relation 



(5) 



r V ( -^1 » • • • • ^n) — yv ( "^1 ' • • • ' ^n) 



/Wv^l 



S 



•It 



^,. ^f • 
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La somme figurant au second membre est un polynome entier. Par 
suite, Fv est reguliere en memc temps quey^; elle admet les memes 
points singuliers non essenliels que^^ et, en outre, ceux qu'on forme 
en prenant des valeurs infinies pour les variables. I)e plus, F^ n'a pas 
de points singuliers essentiels. 
Je dis maintenant que la serie 



(6) 



as 



) 



V::: I 



est convergente pour tout point, a distance fmie, qui n*est pas forme 



Fig. I. 




au moyen des a. Soit 6, . . . . , 6;^ un tel point. Sur le plan de -, decri- 
vons de 6, comme centre un cercle de rayon p qtii ne comprenne aucun 
des points a*, ni Torigine des coordonnees. Faisons de meme sur le 
plan de cbaque variable. Appelons R Taire formee par I'ensemble de 
oes cercles. Sur le plan de s,, de I'origine pour centre, decrivons les 
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(lifTerents eerclcs qui passent par les differenls points a*, et appelons 
a^,^ le point qui determine le cercle de plus petit rayon parmi eeux qui 
enlourent complelement le cerclep. Faisons dememe sur les plans <les 
jiutres variables, el soient a'^, ,. ., a"^ les points analogues a a/,,. Les 
suites vi)se conDposantde quantiles dont les modules eroissent inde- 
fmiment, on pent trouver un nombre k, tel que Ton ait 



l«il^l<|...|«2l 



.i«2IS< 



Si maintenant nous prenons un point quelconque dans K, nous 
aurons 



^/ 



a 



Pi 



< 



Oa 



r' 



Oci 



et, en appelant £ le plus grand des quotients jr-j > on aura 



a' 



< 



f 



a 



P' 



<e (v>A). 



En se reportant au calcul precedent, on voit maintenant que 



FJ<£, 



Or 



V I = cv, N I Fv 1 = 0. 

* Ar-I » 



V = l 



V = 1 



v = A 



La premiere somme a une valeur determinee, et la seconde est uiw 
serie uniformemenl convergenle, puisque la serie formee par les mo- 
dules de ses termes est elle-meme convergente. On voit par la que F 
est une fonction holomorphe dansR. Par consequent, la fonction defi- 
nie par la relation (6) est une fonction reguliere pour tout point qui 
n'est forme ni avec des valeurs a ni avec des valeurs infinies des 
variables. 

(]onsiderons maintenant un point forme au moyen de a. Ge point est 
singulier non essentiel pour certaines des fonctions Fv Si nous appe- 
lons S la somme de ees fonctions, on aura 



F=(F-S)-hS. 
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(F— S) csl reguliere au point considere, landis que ce poinl est sin- 
}?nli(»r non esscnliel pour S. Done on peul eonsideier la fonction F 
eomme deiinie en ee point, qui sera un poinl singulier non esscnliel. 

De ce qui precede resulle que la relation (6) definit une fonction 
uniionne qui n'a pas de points singuliers essentiels a distance finie, 
pour laquelle tout point. forme avec les a est un point singulier non 
essentiel, el qui est reguliere en tout autre poinl. 

Demonlrons enfin que Y —f^ resle finie pour le point a^. Sur le plan 
de z^ dccrivons un cercle de centre al el de rayon p qui ne coniprenne 
aucun des points a,. Faisons de nieme pour le plan de chacune des 
autres variables el appelons R Taire forniee par ces cercles La serie 



/ r >. ( -3 1 , . . . , w,| ) I r V ( "^1 ♦ • • • « -^/i ) 

u^ J 

est holomorphe dans R. On peul la developper en serie entiere 
P(:?, — a\y . . , 5;j — flv ), de sorte que Ton a pour tout point de R 

Ly^ J 



r (^l, . . . , J;i ) — rvv-^i • • • , -^/i ) "f" * ( ^1 — ^'v» • • • ) "^/i '^v ,)• 



Or 



m^— 1 



( Jf. . . . , -C;| ) Jn^\Z^j . . . y Zfl) ^ 






Uv— 1 



l/expression V A,j,^ ^^z\' . .5^- est un polynome enlier en :?,, . . ., z,^ 

• 

Done la difference 



/", - 1 



* (-^1 — <f^ ' ' -9 ^n — ^v ) — y '^\i.i,....\t.„^it • • • ^n 



est elle-meme holomorphe dans R. Representons la par une serie 
entiere, P,(5| — a^, . . ., 5„ — aC)- On aura, pour tout point de R, 

r {Z^y . . . , Zff) — ./v ( -^i* • • • > ^p) ^^^^ ■ 1 ( "^1 "■■ '^v > • • • » ^/i ^v )• 
Ann. de VF.c. JVormaie. 3* Scrie. Tome M. S.J 
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ce qui montre que la difference F —y^ e*^t reguliere au poiiil ^r,,. I-i* 
iheoreme se Irouve ainsi demonlrc. 

(louoLLAiRE. — (j(s,, . . . ,^„) flesignant une fonction enliere, la /one- 

tion 

il( jj, . . . , ^„ ) =1 b ( wj, . . ., 3,, ) H- (j( 5j, . . . , J,, ) 

possede les proprietes que Von vient de demontrer pour la fonction 

\ -» M • • • • -*»// ) • 

Recipiioqie. — Si H(5|, ...,5,^) possede les mimes proprietes que la 
fonction F(:;,, . . . , :j,,), /a difference W — F est une fonction entiere. 

Kcporlons-nous aux nolalions precedentes. Si nous pronons un 
point qui n'est pas forme avec les a, H el F etant loules deux rej^u- 
lieres, il en est do meme pour leur difference. Considerons ensuile un 
point forme avec les a. Ce point est singulier non essenliel pour cer- 
tainesdes fonctionsy^. Soit/> leur nombre {p^;.n) el soient ces fonctions 
//,» A* • • -'^v • On sait que les differences 

II -/v., H- y;,. H A. 

F --A> F — /;, F -y;^. 

sonl toutes finies pour le point considere. On a 

/>(H-F) = (H-/v.)-r-...H-(Il-/v,)--(F-y;.)--...-(F-yv,.). 

el le second membre de cetle egalite a une valeur finie. La difference 
(H — F)est done finie en ce point el, par suite, elle est rej;uliere en cf* 
point. II — F etant reguliere en tout point a distance finie est un<» 
fonction entiere. 

Theokeme XVII. — Soient donnees : 

i'* n quantites c,, . , ., c^et n suites illimitees 



t< . , U-j, • • • 9 "V > 



telles que chaque quantite a soit differente des c et telles, en outre, que Ic 
module de la difference aj -- Cp decroisse et tende vers o quand v croit in- 
definiment; 
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2" Une suite illimilee de fonctions ratio nnelles f^ des variables 5, , . . . , z,, 
telles que la function f^^ parexemple, nadmette pour points singuliers que 
ceux qui sont formes avec Its ^antites a^ ne presente pas de points sin- 
guliers essentiels et s'annule pour tout point forme avec les c. 

On peut former une forintion uniforme F(5,, . . ., z„) possedant les pro- 
prietes suivantes : 

1'* Elle nadmet pour points singuliers essentiels que ceux qui sont 
formes avec les c. 

'?^ Elle na pour points singuliers non essentiels que ceux qui sont 
formes avec les a, sans le secours des c. 

3'' Enfin, pour toute valeur de v la difference ¥ — f est reguliere au 
point a, 

Posons 



I — : — r ' ' * • ' "« 



^1 ^'l ^n — C,f 
l)\ — — , ..., b^ — — - 



'^ ~ ::^j — T"' ••*' ^v — -;? 



> 



c* • ~~~ ^n V ^~~ ^/ 



Les fonclions donnees f deviennent des fonclions rationnelles des va- 
riables z\ Si Ton considere ces nouvelles fonctions et les quanlites b, on 
est place dans les conditions du theor'eme precedenl. On formera la 
tbnction ¥[z\, ...,^,1) comme plus haut, et, si Ton y remplace z\ par 

> •••> z„ par ) on aura la fonction cherchee. 

On voit sans peine que le coroUaire du tlieoreme precedenl et sa re-' 
ciproque se generalisent d*une maniere analogue. 

TuEORifeME XVIII. — Soient N, D, N', D' des series entieres-convergentes 
pour toutes les valeurs des variables 5 , , . . . , z„ situees dans une aire A , et 

telles que les deux fractions ^> |r-, soient holomorphes et egales en tous 

les points d'une aire A' comprise dans A . Alors : 

I *^ Si en un point de A rune des fractions est reguliere et prend la im- 
leur Ao» il en est de mime pour la seconde; 



S. )2 S. DAUTHEVILI.E. 

?y si un point dc A est point singulier pour Viine des fractions, il I'est 
aussi pour V autre, et le point singulier est de m6me espece pour chacune 
des fractions. 

Nonsenoncerons plus rapidenient ce iheoreme en disanlque les deu.r 
fractions sont e gales en tous les points de A. 
On :i dans A' 

(I) [i""iP' ^^^^>'^^>^- 

Les deux membres de (i) elant liolouiorphes dans A, la relalion (i) 
subsisle pour toute Taire A (theoreine IV). Supposons que -,y par 

exemple, soil regulierc en un point. On peut fixer un domaine ?5 de ce 

poinl dans lequel on a 

N 

-- — S ou N ^ l)S, 

S etant uneserieenliere con vergente dans S. La relation (i) donne alors, 

dans ^, 

DSD' = DN'. 

D n'esl pas nul en tous les points de ?5, el Ton peut fixer un domaine 
(5'<^ dans lequel D^o. On aura done, dans V, 

SD' = N', 

el, par suile, eelle relation subsislera pour lout point de ^, puisque N' 
el SD' sont bolomorphes dans ?5. On a alors 

lY _ S D ' _ 
D' ~ \y " ' 

el Ton voil que la fraclion ~ esl reguliere au poinl considern el y prend 

N ' 

la nieme valeur que jr- 

N 

Considerons un poinl singulier de ~ D'apres ce qui precede, ce 

poinl esl singulier pour |p- Supposons que dans un domaine ?5du poinl 
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N 
considere on ait So|7 =S,, la serie S^ s'annulant au point qne nous 

considerons. De la relation (i) et de la precedente,on deduit, pour tout 
point de §, 

et, en raisonnant comme plus haut, 

0| — ii ciof c»o jj7 — . — |v/ — ^1. 

Cetlc relalion monlre que le |)oinl singulier est non essenliel pour jp 

N 

eomme pour ~> et qu'il est de meme espece pour les deux fractions. 

Enfin, si nous considerons un point singulier essentiel de ^> on voir, 
par ce qui precede, que le nneme point est singulier essenliel pour —• 

TiiEoiiEME XIX. ~ Soitf{z^, . . . , 3„) line f one lion uniforme ties varia- 
bles z^ qui ne presenle aucun point singulier essenliel, el soil telle quen at- 
trihuant a p dcs variables des valeurs arbitraires choisies dans un domaine 
pour lequel f ^z^y . . ., :;,,) est uniforme on forme une fonction de[n — p) 
variables depourvue de points singuliers essentiels. On pent determiner 

deux potyndmes entiers par rapport a toules les variables z, N el D, tels 

N 

que la fraction jr possede les proprietes suivantes : 

i^'Si f{z^J . . . , ::;;,) est reguliere en un point, il en est de meme pour 

-. , qui prend en ce point la m^me valeur que f[zy z,^), et recipro 

quement; 

7^ Tout point singulier def{z^, . . . , 3,J est un point singulier de mime 

espece pour yy et reciproquement. 

On pent enoncer le iheoreme en disanl que Ton a pour tout point 
f[z^, . . . , z,^) = jr; autremenl dit, la Jonction consideree est une frac- 
tion rationnelle. 

La demonstration de ce theorenie est connue pour le cas d'une seule 



■t ^ t 
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variable ('). Nous la rcnclrons generale en monlranl que, si Ton admet 
le iheoreme pour (n — i) variables, il esl vrai pour n. 

Considerons un point du plan pour lequel la fonction /(:?,,..., r^) 
est reguliere, el, pour simplifier I'ecrilure, admeltons que ce point soil 
I'origine des coordonnees. On a, dans un domaine cJ de I'origine, 

les A designant des series entieres en z.^, . . , ^^^ toules convergenles 
dans 5. Nous allons montrer que, dans le domaine c?, la fonclion don- 
nee esl egale a une fraction rationnelle, et pour cela nous suivrons 
une inethode de calcul indiquee par M. Hurwitz (^). Sur le plan de z^, 
iracons aulour du point >S2= o un cercle de rayon ^'{V<^d) et don- 
nons a z^ la valeur ig situee dans 5'. La fonction/(:;,, frj, ..., :?;,) ne 
presenle pas de points singuliers essentiels et, comme elle ne depend 
<|ue de n — I variables, elle pent etre representee par une fraclion 
rationnelle. Soil done 

les B designant des polynomes entiers en z^, . . . , s^, et r etant le plus 
haulexposant de z^ dans les deux polynomes qui torment la fraction 
rationnelle. Si nous designons par A la valeur que prend la serie A 
pour z^= b.,, nous aurons pour tout point de d 

"i _, "a , _. 1>0-|- l>| ^i H - . . . 4- Ol'Zy 

( A'c-i- A, :j, -I- . . .) (B; 4- B; 5, 4- . . . -h B;^; ) — Bo-f- B,^, -f-. . . 4- Br^;; 
d'oii, en egalant les coefficients des termes en z\^\ 2',^% . . . 

A,B';.4- AjB/._i4-. . .4- Ar4.i B'o =1: o, 
A, B^ 4- A J B;._/ 4- ... 4- A,.^., B'o =1 o, 



( *) Briot et Bouquet, Theorie des fonctions eUiptiqiics, 2® ddilion, p. 206. — Zur Theo- 
ric iler cindeutigen ancdytischen Fuiictionen, von K. Weierstrass. AbhaiidUmgcn dvr 
kditigL Akitdemie der ff'isscnschaften zu Berlin, 1876. — E. PiCARD, Annalcs sc':cnti~ 
fiques de VEcole Normale, mars, avril, raai 1879. 

I *) Journal de Crelle, I. 93, p. 201 et suiv. 
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Les coefficients B' n'elanl pas lous nuls, puisque /(-,, b.^. .... ^n) ^^^ 
reguliere dans le domaine c?, tons les determinants que Ton pent former 
en prenant (r -f-i ) quelconques des lignes suivanles sont nuls, quelles 
que soient les valeurs choisies dans le domaine 5 pour les variables 

A J -^ ■ J • . . A;«4-| 

(l) Aj A3 ..'. Ar-hj 



A chaque point b.^ du domaine c? correspond une valeur de r, le 
nombre entier pofitif qui exprime le degre de la fraction rationneile 
f ^K^b^ . . ., z«). Je dis qu'il y a au moins une valeur de r qui corres- 
pond a une intinite do points b.,. 

Deux cas se presentent : ou bien les valeurs que prend r ont nn 
maximum, ou bien ellcs croissent au dela de toute limite. Dansle pre- 
mier cas, si a cbaque valeur de r correspondait un nombre limite di* 
points ia» Ic nombre des points b.^ serait limite, ee qui n'a pas lieu. 

Considerons le second cas. Supposons qu'a chaque valeur r,,r^, ..., 
du nombre r corresponde un nombre limite de points b.^. Les abscisses 
des points b^ sont des nombres reels. Rangeons celles des points qui 
correspondent a r, suivant une loi determinee, par exemple par ordre 
(le grandeurs croissantes, en n'ecrivanl pas deux fois la meme. Faisons 
de memo pour les abscisses des points qui correspondenl a Tj, etc., en 
ayant soin de ne pas repeter la meme abscisse. Nous oblenons ainsi 
une suite infinie de nombres reels difTerents les uns des aulres qui sc 
succedent d'apres une loi determinee. Cette suite devrait contenir les 
abscisses de tons les points b.^ du domaine J. Or IM. Cantor a demon- 
tre (*) que, wlorsque I'on a une suite intinie de nombres reels diffe- 
rents les uns des.autres, se succedant suivant une loi determinee, 
w,, ..., Mv, ..., on pent, dans chaque intervalle (a, ..., ^) donne 
d'avance, determiner un nombre r\ qui ne se trouve pas dans la suite)). 
Prenons un lei nombre yj. Ce nombre etant compris entre a et |3, il y a 
un nombre infini de points b.^ du domaine c^ qui admetlent ti pour 

(>) Journal de CrcUe, t. 77, p. 9.58. La traduction eii francais dos M6moiros do M. Can- 
tor a ^t6 publico dans les Acta nuithematicd, t. II, vC 4. La demonstration du iheoremc in- 
diquo so trouve a la page 3o8. 
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abscisse, et niors la suile que nous avons formee nc conlient pas les 
abscisses de lous les poinls b^, 

Ainsi se houvc etabli qu'il y a certainement une valeur de rcorres- 
pondant a une infinile de poinls h.^. Si Ton prend pour rcelle valeur, 
on voil que les del«rminanls(i) sont mils pour une infinite de valeurs 
de z., prises dans 5, 53, . . . , z^ ayant d'ailleurs des valeurs arbitraires. 
Mais cbacun de ces delerminants est une fonclion bolomorphe de z.^ 
dans d, Des lors ces delerminanls s'annulenl pour loules les valeurs de 
z, siluees dans ^. 

Ainsi les delerminants formes avec n -\- i quelconques des lignes 

i -^1 Aj • • • ArH-i 



sont nuls, quelles que soicnl les valeurs altribuees aux variables z 
('onsiderons les equations 

I /rAj-h/r-iAsH-. . .-+-/oA;._H, =^ O, 
1'^) '/, Ai -!-/,._, A3 4-. . .-|-/oAr^.j=^0, 



qui sonlen nombre illimile et dans lesquelles les/ sont les inconnues. 
Les determinants (2) etant nuls, ces equations definissent» dans le do- 
maine ?5, des fonclions regulieres /©, ...,/., qui ne sont pas toutes 
nuiles ensemble. On a maintenant 

/ ( 3, , . . . , Zn) {jq + ./ 1 ^i ~+- • • • "+" ./r -^ 1 ) ^= ( Ao H- A 1 :?! 4- . . . ) (/o ^" • • • ~+~ y »* ^ 1 ) • 

Posons 



ii^ 



9o — Ao/o, 

9i = Ao/, -h Aj/o, 

....^ 

9i. =1 Ao/r 4- . . . -h A r/o. 



En tenant compte des equations (3) et (4)» on aura, pour tout point 
du domaine ^, 

Les fonclions 9, definies dans ^, sont regulieres dans ce domaine. 
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Cela pose, prenons d'une mani^re arbitraire 2/*+i points distincts 
dans le domaine S du point s, = o. Soient dl\ df\ ..., a\^''^^\ On 
aura, pour tout point de S, 



„/• 



— ?o — «V' 9i — • • • — (« 1* 0'*9r = o, 



Nous avons la 2/*+ a equations lineaires et homogenes par rapport 
aux 2r4- 2 quantites / et <p. 

Ges quantites n'etant pas toutes nulles, le determinant des equations 
est nul. Si Ton ordonne ce deternninant par rapport aux elements de la 
premiere ligne, on obtient une equation qui montre que / est une 
fraction rationnelle des z, car les fonctions/(a,'\ .. ., z„) sout elles- 
memes des fractions rationnelles de z.^, . , .^ z^. 

Toutefois, la conclusion n'est pas legitime si les determinants d'ordre 
(2r-H 1), qu'on deduit des lignes suivantes 

/«\. ..,-«), ..., /«,...,^«)«r, I-.., K'r (/=!, ...,2^-+-!), 

sont nuls pour chaque systeme de points a\^\ . . ., a^,^''^*\ Dans ce cas, 
nous remarquerons que les determinants d'ordre ar-h 1 formes, en rem- 
plaQant dans la premiere des lignes precedentes a\^' par z^, sont nuls, 
pour tout point de ^. En ordonnant Tun d*eux par rapport aux elements 
de la premiere ligne, on aura encore/sous forme de fraction rationnelle, 
a moins que les determinants d'ordre 2r, formes avec les 2rdernieres 
lignes, ne soient nuls. Si cette circonstance se presentait, on remplace- 
rait Tune des quantites a^'^ (« = 2, . . ., 2r-M) par la variable s,, et 
le raisonnement se poursuivrait de la meme maniere. 
Ainsi, Ton pent admettre que Ton a, pour tout point du domaine S, 

Ann.de VEe, Normale, 3* Serie. Tome U. S.8 
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N 



/(■"l> • • •» 'n) — Ti 



D' 



N el D etant des polynomes enliers en z,, . . ., 2„. 

Nous allons maintenant montrer : i^ que si en un point du plan Tune 

des fonctions/et ^ est reguliere et prend la valeur Ac, il en est de 

meme pour Tautre; a°que si un point est singulier pour i'une des fonc- 
tions, il Test pour Tautre, le point singulier etant de meme espece pour 
les deux fonctions. 

La relation (6) est etablie dans le domaine S du point o,, ..., o^. 
Prenons arbitrairement ^st • • •> ^n dans ^ et a, sur la limite de ce do- 
maine, comme Tindique la figure. On pout fixer un domaine V dix point 

a,, ..., a„, tel qu'on ait» pour tout point de ce dom-aine, /= —f S, 

et So etant deux series convergentes dans S'. De plus, nous pouvons 
prendre S' assez petit pour que; sur le plan des variables Zjt •••» ^n* 
les domaines ^' soient compris dans S. 
Surle plan de 2,, le cercle ^' {fig. 2) contiendra une aire exterieure 



Fig. a. 





a 8. Designons par A Taire formee par les cercles X' qui correspondent 
aux variables z^, ..., z^ ^^ P^"* Taire comprise entre les cercles S'et ^ 
sur le plan de z,. La serie So» quiestholomorphe dans ^\ ne peuts'an- 
nuler en tons les points de A, sans quoi elle serait nulle en tons les 
points de V. Soit 6,, Aj, .. ., b^ un point de A pour lequel S^j^o. On 
peut fixer un domaine S" de 6,, ..., b^, dans lequel So 7^0, et I'on pent 
reduirc assez }i" pour qu'il soit tout entier compris dans A, c'est-a-dire 
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dans 8'. Si nous remarquons que S" est compris dans 8, nous voyons 

N S 
que les deux fractions jr et ^^ sont holoinorplies dans ?5" et egales en 

tons les points de ce domaine. D'apres le theoreme XVIII, ces deux frac- 
tions prennent done la meme valeur (au sens que nous avons indique 
pour cette locution) en tout point du domaine ^\ dans lequel lesquatre 
series sont convergentes. Comme la fonclion/est representee dans X' 

par ~, on voit que la relation (6) subsiste dans 8'. 

Nous avons pris a^, . . ., a;^ d'une maniere arbitraire dans 8. Si nous 
repetons le raisonnement avec le point :?, = «,, Z2 = a',^, . . ., z^^ a,^, 
a!j, ..., d^ etant encore situes dans 8, on verra que, sur le plan z,, 
on peutsortir de 8 sans que la relation (6) cesse d'etre verifiee, pourvu 
que 5, reste silue dans une certaine aire entourant le point a,. Ainsi, 
d'une noaniere generale, la relation (6) est etendue a une aire A for- 
mee des cercles 8 pour les variables Sj, . .., s,j et pour la variable z^ 
d'une aire composee de 8 et d'une aire exierieure a 8 entourant le 
point at. On pent maintenant raisonner sur A comme sur S, et, en con- 
tinuant de la meme maniere, on agrandira I'aire A autant qu'on le 
voudra, puisque les polynomes N et D sont defmis dans tout le plan. 
Des lors, la relation (6) est demonlree pour tout point forme, en don- 
nant a z^ une valeur quelconque et a z^, . .., z„ des valeurs situees 
dans 8. 

Raisonnant maintenant avec ^^ comme avec z,, puis avec Zg, etc., on 
verra que la relation (6) est verifiee pour tout point du plan, en sorte 
que le theoreme est demontre. 
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